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Teoria de descenso y formas bilineales invariantes de algebras de Lie de
dimensién infinita

Resumen

La existencia de formas bilineales invariantes no degeneradas es una de
las herramientas mas importantes para el estudio de las algebras de Lie
de Kac-Moody y de las dlgebras extendidas afines. En la préactica, es-
tas formas se crean, se demuestra que existen en una base ad hoc, o
simpemente se asumen. El proposito de este trabajo es describir la natu-
raleza de los espacios de formas bilineales invariantes de ciertas algebras
dadas por descenso fielmente playo (que incluye las dlgebras afines de
Kac Moody, las dlgebras de Azumaya y las édlgebras de multilazos) en
un marco functorial. Esto nos permite concluir la existencia, unicidad y
naturaleza de formas bilineales invariantes para varias clases importantes
de algebras.

Palabras Clave: Formas bilineales invariantes, Descenso fielmente playo, Des-
censo de Galois, Functor estable por cambio de base, Formas torcidas, Algebras de
Lie de dimensién infinita, Algebras de Multilazos.






Descent theory and invariant bilinear forms of infinite-dimensional Lie
algebras

Abstract

The existence of nondegenerate invariant bilinear forms is one of the most
important tools in the study of Kac-Moody Lie algebras and extended
affine Lie algebras. In practice, these forms are created, or shown to
exist, either by assumption or in an ad hoc basis. The purpose of this
work is to describe the nature of the space of invariant bilinear forms of
certain algebras given by faithfully flat descent (which includes the affine
Kac-Moody Lie algebras, as well as Azumaya algebras and multiloop
algebras) within a functorial framework. This will allow us to conclude
the existence, uniqueness and nature of invariant bilinear forms for many
important classes of algebras.

Keywords: Invariant bilinear form, Faithfully flat descent, Galois descent, Func-
tors stable under base change, Twisted form, Infinite-dimensional Lie algebras, Mul-
tiloop algebras.
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo general del presente trabajo es describir formas bilineales invariantes
en algebras obtenidas mediante técnicas de descenso fielmente playo. La motivacién
de este problema esta dada por las dlgebras de Kac-Moody afines y, méas generalmente,
por las llamadas dlgebras afines extendidas (EALAs por sus siglas en inglés), que han
jugado un papel fundamental en la Fisica tedrica y la Matematica de las ultimas
tres décadas. La existencia de una forma bilineal invariante no degenerada es una de
las herramientas més importantes para el estudio de dichas algebras. Por ejemplo,
un ingrediente para el estudio de las algebras de Lie de Kac-Moody es el operador
Casimir (generalizado). La existencia de este operador se basa en la existencia de una
forma bilineal, simétrica, invariante no degenerada en el algebra. Las dlgebras que
la admiten se llaman simetrizables y el principal ejemplo estd dado por las algebras
afines de Kac-Moody.

En la practica, la existencia de estas formas se demuestra en una base ad hoc, o
bien, directamente se asume. La idea es poder describir la naturaleza del espacio de
formas bilineales invariantes de ciertas algebras, dadas por descenso fielmente playo,
desde un marco functorial, con el fin de concluir su existencia y naturaleza en varios
casos de interés.

Es sabido ([Pil]) que las algebras afines son precisamente las formas torcidas
(dadas por descenso galoisiano, por lo tanto fielmente playo) de dlgebras afines de la-
z0s, es decir de la forma g ®y, k[t*!] donde g es un dlgebra de Lie simple, de dimensién
finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k de caracteristica 0. Con esa moti-
vacion es que se establece la descripcion explicita del espacio de formas invariantes de
una clase de algebras dadas por descenso fielmente playo. Para mayor flexibilidad en
las aplicaciones consideramos una k-dlgebra A (donde k puede ser un cuerpo, o més
generalmente un anillo asociativo, conmutativo con unidad) y R es una k-élgebra
conmutativa, asociativa con unidad, que es k-médulo playo y B es una forma torcida
de A ® R, es decir B es una R-algebra tal que B ®g S ~ A ®; S como S-algebras
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para alguna extensién fielmente playa S/R. Es asi que las técnicas desarrolladas no
solo tendran aplicacion a las dlgebras de Lie, sino a otras clases de algebras, de las
que tendremos como ejemplo las unitarias y las dlgebras de Azumaya.

Para ilustrar un poco més estas ideas, veamos brevemente el caso de las algebras
de Kac-Moody afines sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteristica
0. Sea £ una de esas s dlgebras, y sea L el dlgebra derivada de E modulo su centro.
Esta algebra de Lie C puede ser recuperada desde £ (tomando la extensién central
universal y acoplando una derivacién), lo que nos permite concentrarnos en el dlgebra
de Lie £ misma. Recordemos que el centroide de £ es el subanillo Ctd,(£) C Endg(£)
compuesto de elementos que conmutan con el corchete de Lie de £. La k-algebra de
Lie £ es de dimension infinita, pero viendo a £ como un algebra sobre su centroide de
manera natural, nos encontramos nuevamente en el mundo finito: existe una algebra
de Lie simple de dimensién finita g, y una extensién finita de Galois S de Ctdg(L),
tal que £ ®cya, () Sy 9 @k S son isomorfas como S-dlgebras de Lie. Acd el centroide
puede identificarse con el anillo de polinomios de Laurent k[t*!], y podemos tomar
S = k[tE/m].

Mas generalmente, podemos tomar L como una EALA y L su coro sin centro. Esta
es una clase de dlgebra de Lie de dimension infinita que fue explorada en [AABGP],
|GP], [Nel], [Ne2] y [Ne3]. Los centroides son ahora anillos de polinomios de Laurent
R, = Kk[tf',---tF'] en un numero finito n de variables (conocido como la nulidad de
L). Como en el caso de las dlgebras afines de Kac-Moody, las dlgebras resultantes £
son formas torcidas de algebras de la forma g ®; R,. En nulidad 1 recuperamos la
teoria de las algebras de Kac-Moody afines.

La técnica que usamos para describir la naturaleza de las formas bilineales se basa
en dos ingredientes principales:

e El hecho que las formas bilineales son de alguna manera “functoriales” y que
este functor es representable.

e La Teoria de Descenso.

Esto nos lleva a estudiar, en primer lugar, la teoria de descenso, con una seccién dedi-
cada a descenso de ciertos functores, que tiene interés independiente. A continuacion
aplicamos esta teoria al functor IBF que respresenta las formas bilineales invariantes,
para luego aplicarla al caso particular de dlgebras de Lie (de dimensién infinita). Més
especificamente la organizacion de la tesis es la siguiente:

En el Capitulo 2 introduciremos los conceptos preliminares necesarios para el de-
sarrollo de la tesis. Se supondra conocida la teoria bésica del dlgebra conmutativa, que
puede estudiarse en [B:A] y [B:AC]. Igualmente, a fin de mencionarlos, empezamos
recordando ciertos resultados. En la siguiente seccién introducimos el concepto de
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Modédulos Fielmente Playos y Erxtensiones de Anillos Fielmente Playas y demostramos
los resultados que utilizaremos en los siguientes capitulos. Seguimos con las Ezten-
siones de Galois de Anillos e identificamos como tal a nuestro principal ejemplo: la
extension de polinomios de Laurent de varias variables S/R donde

1 1

+ 1
R=K[E, .. 2 CS=k[t,™, .. tn™]

En este mismo capitulo introducimos también otros conceptos necesarios para el tra-
bajo, como los centroides y el functor Aut.

En el Capitulo 3 desarrollamos la Teoria de Descenso para extensiones fielmente
playas de anillos. No existe en este momento una bibliografia que exprese de manera
detallada por qué el caso de descenso galoisiano es un caso particular del caso de
descenso fielmente playo, por lo que tenemos una seccion dedicada a este tema. Es
en otra seccién de este mismo capitulo donde introducimos el concepto de functores
estables por cambio de base y sus propiedades en cuanto al descenso. El principal
resultado de este capitulo es el Teorema 3.6.7, en el cual se demuestra que los functores
de la categoria de algebras a la categoria de médulos que son estables por cambio de
base preservan formas. Si bien la motivacién original de este tema fue aplicarlo al
estudio de formas bilineales invariantes en el capitulo 5, trabajamos con un contexto
lo suficientemente amplio para que tenga interés propio.

En el Capitulo 4 vemos una aplicacion de la Teoria de Descenso al Mdédulo de
Diferenciales de Kahler, en particular a los invariantes por cierta accion del grupo I'
de una extensién de Galois S/R. Este resultado es de suma importancia en el trabajo
[PPS] que serd la primera continuacién natural de esta tesis.

En el Capitulo 5 introducimos las Funciones Bilineales Invariantes y las estudiamos
desde una perspectiva functorial. Dado el espacio IBF g 4)(B; V') de funciones bilinea-
les invariantes B x B — V (donde V' es un k-mddulo), definimos IBFx(B) como el
cociente del R-médulo B®pg B por el submddulo Spanz{ab®c—a®bec, ab@c—bRca :
a,b,c € B} y obtenemos un k-isomorfismo

Homy (IBFg(B),V) = IBF (g 4)(B; V)

En otras palabras, se concluye que IBF(B) representa el functor de k-médulos
IBF (g)(B; —). En la siguiente seccién identificamos como functor (de ciertas cate-
gorias definidas en el Capitulo 3, estable por cambio de base) a IBF_(—) y estudiamos
sus propiedades.

Luego pasamos al tema principal de estudio: el descenso de las funciones bilineales
invariantes. Trabajando en el caso que A es una k-dlgebra y B es una S/R-forma
torcida de A ®; R tal que R/k es playo y S/R es una extensién fielmente playa, nos
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interesara ver qué podemos decir de las formas bilineales de B, conociendo las formas
bilineales de A.

Dado un elemento x4 de IBF(A, k) con ciertas condiciones,! tenemos una forma
natural de construir un elemento kg de IBFg(B, R) y concluir qué propiedades cumple
kg, a partir de las que cumple k4. Ahora bien, nos interesan las formas bilineales
de B x B en k (o0 en cualquier k-médulo V). Esta forma kg seréd crucial para termi-
nar de caracterizar por completo IBF () (B; V). Los temas de este capitulo fueron
publicados en el trabajo [NPPS].

El Capitulo 6 estd dedicado a las aplicaciones del Capitulo 5. El principal caso de
interés (que da titulo a la tesis y que motivé el problema) serd el ya mencionado en el
que k es un cuerpo de caracteristica 0, A = g es una k-algebra de Lie semisimple de
dimension finita y B es una forma torcida de g®; R. (Cuando ademas k es algebraica-
mente cerrado, g es simple y R es el anillo de polinomios de Laurent k[tfl, N
recuperamos el ejemplo de algebra de multilazos). En este caso, la forma de Killing
de g es no singular y cumple las invariancias necesarias para definir naturalmente un
elemento kg, que ademas coincide con la forma de Killing de la R-algebra de Lie B
(que existe, porque B es R-mddulo proyectivo de rango constante). Agregando las
hipétesis de central y simple sobre g, llegamos a que IBFg(B, R) es un R-médulo libre
de rango 1, que admite como base a kg y que IBFg(B) ~ R, con un isomorfismo de
R-médulos IBF(B) — R dado por b ® V' +— rp(b,b'). Para este capitulo suponemos
conocido los conceptos bésicos de dlgebras de Lie que pueden leerse en [HJ.

Ademas, para mostrar la generalidad con la que se abordd el tema, se muestra
la aplicacién a las dlgebras unitarias (dlgebras no necesariamente asociativas, que
tienen 1) y a las dlgebras de Azumaya de rango constante. En este tltimo caso k es
un anillo, R es una k-dlgebra que es k-médulo playo y S/R es una extensién fielmente
playa. Si consideramos A = M,,(k), nuestra S/R forma B de M, (k) ®y R ~ M, (R) es
un 4lgebra de Azumaya de rango constante n?. A partir la forma bilineal invariante
natural de A que es

Ka(z,y) = tr(zy)

es que se obtiene que la restriccién de la forma ryz,(s) @ B es una forma bilineal,
invariante no singular, que es base de IBFg(B). El abordaje expuesto es solo como
ejemplo breve para ilustrar otras aplicaciones de la teoria, el lector interesado puede
recurrir a [KOJ.

Finalmente, en el Capitulo 7 se muestra una versién graduada del principal teo-
rema del Capitulo 6, enfocado directamente a las algebras de Lie. La necesidad
de considerar formas invariantes graduadas proviene del estudio de las EALAs. FEl
principal teorema de este capitulo establece que en las dlgebras de multilazos existe

'Referidas a la invariancia por automorfismos de extensiones de x4
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una unica (salvo factor escalar) forma bilineal invariante graduada, que resulta no
degenerada.
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Capitulo 2

Preliminares

A lo largo del trabajo, si no se especifica de otra manera, k serd un anillo conmu-
tativo, asociativo, con 1 y denotamos k-alg a la categoria de k-algebras asociativas,
conmutativas con 1, donde las flechas son los morfismos k-lineales de algebras con 1
y por R € k-alg entendemos que R es un objeto de k-alg. Por definiciéon, R viene
acompanado de un morfismo de anillos ory : & — R. Como R es un anillo conmu-
tativo, tendremos también la categoria R-alg. Un objeto S € R-alg sera visto como
un objeto de k-alg via gy = ogr o ogy. Las flechas de R-alg son entonces flechas
de k-alg y tenemos de manera natural un functor de olvido de R-alg — k-alg. Por
definicién, S € R-alg significa que S/R es una extensiéon de anillos o de k-dlgebras.

2.1 Resultados de algebra conmutativa

Tal como se menciond en la introducciéon, damos por supuesto los resultados
bésicos de dlgebra conmutativa, que pueden leerse en [B:A] y [B:AC]. Igualmente
empecemos por recordar algunas propiedades que utilizaremos frecuentemente.

Proposicién 2.1.1. Sea R/S una extension de anillos conmutativos con identidad y

sean M, M’ dos R-mddulos. Entonces existe un isomorfismo candénico de S-mddulos
(2.1.1)

(M@rS)®s(M'®rS) = (Me@rM)®rS tal que (1@15)@(z'®1s) — (@2")@1s
Demostracion. Ver [B:A, Capitulo 11, §5.1 Proposicién 3] n

Proposicién 2.1.2. Sea R/S una extension de anillos conmutativos con identidad y
sea M un R-mddulo. Entonces existe un morfismo de S-mddulos

w: Homg(M, R) ®g S — Homg(M ®p S, S)
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tal que para ¢ € Homg(M, R)
we®l)=0¢xIds

y si S es R-mddulo playo y M es finitamente generado (respectivamente finitamente
presentado), entonces w es un monomorfismo (respectivamente isomorfismo).

Demostracion. Ver [B:AC, Capitulo I, §2.10] ]

2.2 Extensiones fielmente playas

En esta seccion introducimos el concepto de moédulos fielmente playos y luego de
extensiones de anillos fielmente playas, que sera la condiciéon fundamental en la teoria
de descenso. Para la definicion empecemos por la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2.1. Sea R un anillo conmutativo con 1 y sea M un R-mddulo. Las
siguientes proposiciones son equivalentes:

. -, u v s . . e
(1) La sucesion N' — N — N" de R-mddulos es exacta si y solo si la sucesion

M@ N M8 Mo NS M@ N o es.

(1) M es playo y para todo R-mddulo N, M @ N = 0 implica N = 0.
(1i1) M es playo y para todo morfismo v : N' — N de R-mddulos, 1dy @u = 0
implica u = 0.

Demostracion. En (i) = (it) la parte playo es directa, por hip6tesis. Sea ahora N un
R-modulo tal que M ®r N = 0, entonces la sucesiéon 0 — M ® N — 0 es exacta. Por
hipétesis 0 — N — 0 es exacta, es decir N = 0.

Para (i) = (éii), sea v : N — N morfismo de R-mddulos tal que Idy @u = 0.
Si llamamos I a la imagen de wu, resulta que la imagen de Idy; Qu es M ® I = 0.
Entonces, por hipdtesis I =0 y asi u = 0.

Veamos ahora (i7i) = (i). La ida vale, por ser M playo. Reciprocamente, si

M@ N "M Ao NS Mg N

es exacta, tenemos que Idy ®@(vou) = (Idy ®v) o (Idy ®u) = 0, con lo cual vou =0
por hipétesis. Llamando I = Im(u) y K = Ker(v), vimos que I C K. Para la otra
inclusion, consideramos la sucesién exacta corta

0I5 KLK/I—0
Como M es playo la sucesién

0> MeI' MY MoK M M (K/I)—0
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también es exacta, entonces aplicando el teorema de isomorfismo a Id,; ®p obtenemos
(M ® K)/Ker(Idy; ®@p) ~ M ® (K/I). Pero Ker(Idy; ®p) = Im(Idy, ®i) = M @ [ =
Im(Idy ®@u) y M @ K = Ker(Idy, ®v), que son iguales porque la sucesién dada es
exacta, entonces

(Mo K)/(M®I)~M®e (K/I)=0

Asildy ®@p: M@K — M ® (K/I) es la funcién nula, con lo cual por hipétesis p = 0,
entonces K /I =0, es decir K = I, completando que la sucesién

N'5 N = N
es exacta. O

Definicién 2.2.2 (Mddulos fielmente playos y Extensiones de Anillos Fiel-
mente Playas). Un R-médulo M es fielmente playo, si cumple alguna de las condi-
ciones equivalentes de la Proposicion 2.2.1. Dada una R-algebra .S, decimos que es
un algebra fielmente playa si y solo si S es un R-médulo fielmente playo. Esto mismo
también lo expresaremos diciendo que la extensién de anillos S/R es fielmente playa.

Observacién 2.2.3. Trabajando apropiadamente la condicién (i) en la definicién, es
evidente que si M es R-médulo fielmente playo, dado u : N' — N morfismo de R-
modulos, u es inyectiva (resp. sobreyectiva y biyectiva) siy solo si Idy @u : M@N' —
M ® N lo es.

Proposicién 2.2.4. Sea R un anillo conmutativo con 1 y sea M un R-modulo. M

es un R-maodulo fielmente playo si y solo si es playo y para cada ideal mazimal m de
R se verifica que mM # M.

Demostracion. Veamos la equivalencia con la condicién (i7) de la Proposicién 2.2.1.
Supongamos primero que vale (ii). Como R/m # 0, resulta que

0# M ®r R/m >~ M/mM

por lo que mM # M. Reciprocamente, dado N un R-mdédulo no nulo, existe un
x € N nonuloy Rz ~ R/I donde I es el niicleo del morfismo de R-médulos R — Rz
tal que r — rx. Como I C m para algin ideal maximal m, por hipdtesis M # I M,
por lo tanto

0#M/IM ~M ®gR/I ~M ®g Rz

Pero por ser M un R-modulo playo, podemos identificar M ® g Rx con un submodulo
de M ®g N, que sera no nulo. O

La Proposicion 2.2.1 nos da definiciones equivalentes para moddulos fielmente
playos, que valen en particular para extensiones de anillos, pero en este ultimo caso
tenemos otra definicién equivalente que nos servird mas adelante.
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Proposicién 2.2.5. Sea S/R una extension de anillos. Es fielmente playa si y solo
st S es R-mddulo playo y para todo R-mddulo N el morfismo N — N ®g S tal que
r— x® lg es inyectivo.

Demostracion. Sila extensién es fielmente playa, por definicién S es R-modulo playo y
si consideramos el morfismo N®zS — (N®rS)®rS dado por z®s — x®@1®s, es una
seccidn, es decir existe la funciéon (N ®@rS)®rS — N®gS dada por t@s®t — x® st
tal que compuestas son la identidad de N ®g S, por lo tanto es inyectiva. Ahora
considerando la Observaciéon 2.2.3 tenemos que el morfismo N — N ®pg S tal que
T — x ® lg es inyectivo.

Reciprocamente, veamos que se cumple la condicién (i7) de la Proposicién 2.2.1.
Sea N un R-moédulo tal que N ® S = 0. Por hip6tesis N — N ®g S = 0 por lo que
N =0. ]

De la proposicion anterior se deduce rapidamente que en el caso de extensiones
fielmente playas, podemos considerar R como subanillo de S.

Corolario 2.2.6. Si S/R es una extension fielmente playa, entonces R — S.
Demostracion. La funcién R — R®gS ~ S es inyectiva por la Proposicién 2.2.5. [

Veamos una tultima condicién suficiente para que una extension de anillos sea
fielmente playal.

Proposiciéon 2.2.7. Sea o : R — S un morfismo de anillos tal que S es un R-mddulo
playo (con la accion dada por o). Si para cada m ideal mazimal de R existe n ideal
mazimal de S tal que o~ (n) = m, entonces la extension S/R es fielmente playa.

Demostracion. Para cada m ideal maximal de R, tenemos que mS C n, por lo tanto

mS # S. Entonces por la Proposicién 2.2.4 resulta que S/R es una extension playa.
[

A continuacién veamos un teorema que sera fundamental en la Teoria de Descenso.
Previamente vamos a fijar notaciones: si S/R es una extension de anillos, denotemos
b
S" =S ®pr S y consideremos las “proyecciones” en las coordenadas

(2.2.1) pr:S—5" pi(s)=s®1 y pe: S —= 85" pas)=1®s

!De hecho es condicién necesaria y suficiente(ver [B:AC, Capitulo I, §3.5]), pero solo utilizaremos
esta implicacion.
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Teorema 2.2.8. Sea S/R una extension fielmente playa y N un R-mddulo. La
imagen de N en N ®p S consiste en los elementos que tienen la misma imagen bajo
Idy ®p1 y Idy ®@po, es decir

N~N@rls={z e N@rS:Idy@p(z) = Idy @ps(x)}

En particular, resulta que R = {s € S : p1(s) = pa(s)}?

Demostracion. 3 Sea
K = {LE c N®R S : IdN ®p1(1’) = IdN ®p2($)} - N@R S

Es fécil verificar que N ®g 1g C K. Para la otra inclusién, consideremos la funcién
[ = Idy ®pi(z) — Idy ®p2(z), que cumple K = Ker(f). Como S es un R-médulo
playo, Ker(f®Idg) = K®rS. Tomemos x = > n;®s;t; € KQpS = Ker(f®rldg).
Como (f ®g Idg)(z) = 0, tenemos que

Seah: NQrS®rS®rS — N®gS®gS el morfismo tal que h(n®@ s@t@u) =
n ® s ® tu. (Es facil verificar la existencia, partiendo de la funcién 4-lineal y R-
balanceada hg : N x S x S x S — N ®g S ®g S tal que ho(n, s, t,u) =n® s tu).
Si aplicamos h a ambos miembros tenemos:

Como el segundo miembro es x, tenemos que x € N ®r1ls®gr S, con lo cual K ®r .S C
N®rls®rS, yasi K ®r S =N ®p 1lg ®r S. Ahora bien,

0=(K®rS)/(N®rls®rS)~(K/(N®rls)) ®rS

entonces, por ser S/R fielmente playa, resulta que K/(N ®g 1g) = 0, es decir K =
N Qg 1. ]

Observacién 2.2.9. Si llamamos « : R — S al morfismo de estructura de .S como
R-algebra, podemos ver S” como R-algebra via p; ® a o bien via p; ® «, pero por
el teorema anterior resulta la misma estructura, si S/R es una extensién fielmente

playa.

2Recordemos que es posible identificar R con un subanillo de S en virtud de 2.2.6.
3La demostracién sigue [KO, Capitulo 2, proposicién 2.1] o [W, Capitulo 12, Teorema 13.1].
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2.3 Extensiones de Galois

En esta seccion presentamos las extensiones de Galois de anillos, que seran un
caso particular de las extensiones fielmente playas.

Definicién 2.3.1 (Extensiones de Galois). Sea S € R-alg y T" un grupo finito de
R-automorfismos de S. Decimos que R es una extensién de Galois con grupo I si S
es una R-algebra fielmente playa y el morfismo

(2.3.1) ¢:S®rS — S xS x...x8 dado por ¢(s ®@t) = (y(s)t) er

|T'| veces

es un isomorfismo.

Proposicién 2.3.2. Sea S/R extension de Galois con grupo I'. El conjunto de in-

variantes de S por I’
St ={secS:v(s)=sV¥yecTl}

es exactamente R.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.8 sabemos que R = {s € S : p1(s) = pa(s)}. Como
¢ es un isomorfismo este conjunto sera

R={seS5:p(p1(s) = ¢(pa(s))} ={s €5: (s,5,...,8) = (n(s),72(5),- -, 9r((5)}
={scS:v(s)=sVyel}=9"
[

Si bien la definiciéon dada para extensiones de Galois de anillos es la que vamos
a usar en la teoria de descenso, cabe mencionar otras definiciones equivalentes, sigu-
iendo las ideas de [CHR]. A tal fin definamos y fijemos notacién de las herramientas
necesarias:

Definicién 2.3.3 (S #I' y el morfismo j). Sea S € R-alg y I un grupo finito de
R-automorfismos de S. Definimos S * [' como la S-algebra del grupo I' donde

S*F:EBSVV

vyel

con la multiplicacién sv tv, = sy(t)v,, para s,t € Sy v,u € I'. Consideraremos el
morfismo de S-dlgebras

(2.3.2) Jj: S+ — Endg(S) j(svy)(t) = sy(t)
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También necesitaremos el siguiente lema:

Lema 2.3.4. Sea M un R-mddulo. M es proyectivo y finitamente generado si y solo
si existe una familia finita (z;); € 1 de elementos de M y morfismos de R-mddulos
fi: M — R tal que para cada v € M

Demostracion. Por un lado, por ser M proyectivo, es sumando directo de un libre, es
decir existe un R-modulo libre F' tal que F' = M & (@), para algin otro R-submaddulo
Q. Digamos que F' tiene base {e;}, donde cada e; = x; + ¢; para ciertos x; € My
¢; € Q. Si consideramos las proyecciones 7; : F' — R en cada coordenada y tomamos
fi = mi|m, podemos escribir cada x € M en la base como x = ) . m;(z)e;. Ahora bien,

T = Zm(m)ei = Z filx)(zi +q) = Z filx)z; + Z fi(®)q;

como el segundo término de la suma estd en M N Q = 0, resulta x = >, fi(x)z;.
Finalmente, por ser finitamente generado, solo tendremos una familia finita.

Reciprocamente, consideremos el R-mddulo libre F' con base {e;}ier (donde I es
finito por hipdtesis) y los morfismos

T F—M m(e;) = x;

itM—F i(x)=)_ fiz)

iel
Como 7 o i = idyy, resulta que F' = M & Ker(n), por lo que M es proyectivo y
finitamente generado. [

Teorema 2.3.5 (Definiciones equivalentes de extensiéon de Galois). Sea S un
anillo conmutativo, T’ un grupo finito de automorfismos de S y sea R = S'. Entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes.

i) Existen x1,...,Tn, Y1, Yn €S tal que >+ 2;v(y;) = 04 para todo v € T’
i=1Li"Y 7, v

(73) S es finitamente generado y proyectivo como R-médulo y (2.3.2) es un iso-
morfismo.

(i1i) El morfismo (2.3.1) es un isomorfismo.
(1v) Para todo m ideal mazimal de S y para todo v € T', v # id, existe s € S tal
que y(s) — s ¢ m.
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Demostracion. (i) = (ii) Para la parte de proyectivo y finitamente generado vamos
a usar el Lema 2.3.4. Tomemos los x; del Lema como los x; de la hipédtesis (i) y las
funciones f; : S — R definidas como fi(s) = > v(syi), para los y; de la hipétesis.
Ciertamente para cada s € S se cumple que fi(s) € R = S', porque si o € ', tenemos

que o(fi(s)) = ., o(1(sy:)) = fils). Ademas

5idﬂ

Z fi(s)zi = Z Z’Y(Syi)xi = Z (Z’y(y@)xz) v(s) =s

el i€l vel vell i€l

Veamos ahora que (2.3.2) es isomorfismo. Claramente es monomorfismo, pues dados
7,0 € I', si para todo s € S resulta que j(v,)(s) = j(vy)(s) es que y(s) = o(s) para
todo s € 9, es decir v = ¢. Para ver que es epimorfismo, sea f € Endg(5), buscamos
un z € S x I tal que j(z) = f. Para cada v € I' definamos s, = > ., f(z:)7 (%)
Para z =) _p s,y y s € S tenemos que:

F8)=FOO°D zv(wn(s))

i€l el

yel’

J@6) =D sm) () =D sy(s) =D Y fla)r(y)(s)

vyel vyel' iel

= Zf(x’) Z’y(yis) = f(ZZiUz”Y(yz)’Y(S)) = f(Z Zx/y(yz)’y(s))

i€l ~el i€l el vyel' el
——
€R did,

= f(s)

(i) = (uii) Llamemos E = {p : I' — S}, que es anillo con el producto y la
suma coordenada a coordenada. Claramente es isomorfo a S x ... X S considerando
la funcién que asigna a cada elemento (s,),er +— ¢ tal que p(y) = s,. E es un
['-modulo via

(v-@)(1) =7(p(y o))
Ademas cumple que

(2.3.3) Vs =7(s)(7 )

pues
(v-s0) (1) =y(se(v " o1)) =v(s)v(e(y o)) =7(s)(v - @) (T)
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Calculemos ahora sus puntos fijos:

peEroVyel, v p=0p
sVyel,Vrel, v o) =p(1)
SVyel,Vrel, y(p(y o)) =¢(r)
SVyel,Vrel, oy or)) =7""(¢(1))

por lo que

(2.3.4) E'={peE:p(yor)=7(p(r))}

Empecemos por plantear el isomorfismo de R-médulos A : S — ET \(s)(y) = v(s).
Esté bien definida (en el sentido que el codominio es el apropiado), pues A(s)(7y o
7) = 7(7(s)) = v(A(s)(7)) (ver (2.3.4)). Es claramente un monomorfismo, pues si
A(s) = \(t), para v = id resulta s = t. También es epimorfismo, porque dado ¢ € E',
para s = p(id) tenemos que para todo y € T

A(s)(7) = v(s) = 7(e(id)) =3 o(y 0id) = ©(y)

A induce el isomorfismo de S-médulos A ® idg : S @r S — E' ®p S.

Por otro lado, existe un morfismo de S-médulos p : EY®rS — F tal que p(p®s) =
sp. Para ver que es un isomorfismo, busquemos una inversa. Por hipdtesis, S es
finitamente generado y proyectivo, asi que por el Lema 2.3.4, existe una familia finita
de z; € S, f; € Hompg(S, R) tal que para todo s € S se cumple s = ). fi(s)z;. Como
cada f; € Homg(S, R) C Homg(S, S), por ser j un isomorfismo tenemos un elemento
d; € S« T tal que f; = j(d;). Notemos ciertas férmulas:

(2.3.5) Y aidi = lgur = via

pues j esisoy j(zz xidi)(s) =Y xij(d)(s) =D xifi(s) = s = j(1sar)(s). Ademds
para todo v € I' tenemos que

(2.3.6) vy d; = d;

pues j(Vv *d;)(s) = ](Vv)(j(di)(s)) = j(Vv)(fi(S)) = 7(@) = fi(s) = j(d;)(s). Al

€R
ser £/ un I'-médulo, puedemos verlo como un S *I'-mdédulo con la accién vy - = v- .

Claramente tendran los mismos puntos fijos y si ¢g € E¥,d € S xI',s € S tenemos
que

(2.3.7) d - spo = j(d)(s)po
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pues (verificando en d = tv,) tv, - spo(T) =ty - spo(1) = ty(spo(y o 7)) =333

ty(s)v(po(y o 7)) =E3Y ty(s)po(T) = j(tvy)(s)po(r). Ahora estamos en condi-
ciones de definir la inversa

p:E— E"®pS u(gp):Zdi-go®xi

Ciertamente d; - ¢ € E', porque tv, - (d; - p) = (tv, *d;) - o =239 d; - . Adem4s son
inversas: por un lado, para ¢ € E tenemos que

poulp) =p(Y di-p@w) = wild-9) =Y wid; -9 =2 o

Por otro lado, para ¢y € E' y s € S tenemos que
o plpo ® s) = p(spo) Zd sp0 © —(237)23 $)po @

:Zfi S¢o®$izz¢o®fz‘ S$i=¢0®2fi(5)$z‘=<ﬂo®8

Ahora, componiendo los S-isomorfismos hallados, tenemos un isomorfismo
o(A®idg) : S®r S — FE
tal que para s,t € S
o(A®idg)(s®@t) = w(A(s) ®@t) = A\(s)t

al evaluar en 7 tenemos 7(s)t, es decir que recuperamos el morfismo (2.3.1), que sera
isomorfismo.

(13i) = (i) Si (2.3.1) es un isomorfismo, en particular es sobreyectiva, por lo que
existe un elemento ) .., y; ®z; € S® S tal que su imagen es (1,0, ...,0), asi para las
familias finitas de z1,...,%n, y1,..., Y, € S resulta que > x;id(y;) =1y siy #id
> wy(yi) = 0.

(1) = (iv) Sea m ideal maximal de S'y v € I', v # id. Razonemos por el absurdo:
si para todo s € S resulta que y(s) — s € m, también lo cumplen y;,...,y, € S, es
decir para cada i, y; — v(y;) € m. Pero en ese caso, por hipdtesis resulta que

L=1-0=>Y wzidy) — Y _zv() = > zi(yi — v(w)

el iel el

Lo que es absurdo, por lo que al menos un s € S cumple que y(s) —s ¢ m
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(1v) = (i) Para cada vy € T', notemos que el ideal de S generado por los elementos
s — 7v(s) no estd contenido en ningiin maximal, porque por hipétesis, dado m ideal
maximal de S, siempre existe un s € S tal que s—~(s) ¢ m, entonces debe ser todo S.
Por lo tanto para cada v € I" hay elementos ay,...,a,,by,...,b. € S (dependientes
de 7) tales que

s T

(2.3.8) L= a;(b; = (b)) = D azb; — apy(by)
=1 j=1
Fijemos también
Ary1 = — Z a;y(b;) bjy1=1

Asi es que para v € I', v # id tenemos que

r41 r r

Z a;y(b Z a;y(bj) + ary17(bri1) Z a;y(b Z a;y(b

Jj=1 Jj=1 Jj=1
y para v = id tenemos que

r+1 r r r

Z ajbj = Z Cijj + ar+1br+1 = Z Cijj - Z ajy(bj)

i=1 =1 s ey
=39 143 "ay(b) = Y a(by) =
j=1 j=1

Para obtener los elementos x; y y; deseados basta con multiplicar para todo v € T’
distinto de la identidad todas las combinaciones posibles de a} por un lado y b;f por
otro. Para cada o € T’

ry+1
IT (D o)) = dasa
yAid - j=1

y al expandir esa producto se obtiene justamente la suma dada en (i).
O

Observacién 2.3.6. Claramente, la Definicién 2.3.1 implica una (y por lo tanto
todas) las proposiciones equivalentes del Teorema 2.3.5. Reciprocamente, si un anillo
S con un grupo finito de automorfismos I' y R = S' cumple las condiciones del
Teorema, se tratara de una extensién de Galois. Segin nuestra definicion, solo basta
ver que S/R es una extension fielmente playa. En primer lugar S es un R-moédulo
proyectivo, por lo tanto es playo. Ademés, S es una extensién entera de R = ST,
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pues cada s € S es raiz del polinomio ménico [[ (2 —7(s)), que tiene coeficientes
en R, porque para o € I

o(]J(@=n(s) =[x = ov(s)) = [[(x = 7(s)).

verl’ vyel Tel

Por ser una extension entera, S/R cumple con la Proposicién 2.2.7, ver [AM, Capitulo
5].

Observacion 2.3.7. El caso K /k extensién de Galois de cuerpos, es ciertamente una
extension de Galois en el sentido aqui definido. Con la equivalencia (iv), como el tinico
ideal maximal es {0} y considerando que en extensiones de Galois el tinico elemento
que fija todo K es la identidad, dado a € K, existe un vy € IT" tal que v(a) # a, por lo

tanto y(a) —a ¢ {0}.

Ejemplo 2.3.8 (Polinomios de Laurent). Sea k un cuerpo, (ms,...,m,) € N*y

para cada m;, fijemos (; una raiz m;-ésima primitiva de la unidad en k.
1 1

+L +-L
Consideraremos S = k[t; ™ ,...,t,™], R = k[tF', ..., t7 ]y T =< v,...,9m >
donde

€1 en en

€1
i (ET ) = Tt

Notemos que

Z/miZ X ... X L/m,Z ~T
pero el isomorfismo de grupos no es candnico, pues dependera de la eleccién de las ¢,
pero una vez fijadas estas raices, tenemos el isomorfismo

€1

Z/miZ % ... X Z/m,Z — T e yz=n7'o...09"
para cada e = (ey,...,e,) € Z"
Teorema 2.3.9. S/R es extension de Galois con grupo I'.
Demostracién. T' es un grupo de R-automorfismos de S tal que S' = R, pues para
e=(e1,..,e,) €L
er en

z:Z:L’etf”...t7T7”€SF<:>‘v’%€F%(z):z

ey el ngtf g

eczn
&SV el'VeeZ" x.(' = .
SVy,el'Vee ZM x. (¢ —1) =0
eVyel'VeeZ' z. =0V (' =1
SV el'VeeZ x. =0V mile; < 2 €R
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Veamos que la extensién es de Galois segin la equivalencia (i) del Teorema 2.3.5.

Llamemos M al minimo comun multiplo de mq,...,m,, por lo que para todo 7 :
M-1 .
1,...,n tenem?s que (M =1y1+¢G+C+...+( = (. Vamos a definir
=1 -1 1 1
_ 14m mn __3m mn
T = 350 ,...,ﬁ”” Yy =1ty
-2 2 2
Ty = 1tm1 ’ TTn y2:t1m17.“’ gln
1 =3 3 3
— ml __ 4+
J?g—Mtl ,...,;Lnn yg—tl ,...,';Lnn
—M -M M M
1 m m
I.M:_t 1" 71;:”‘” yM:tlly---y’:Lnn

Para la identidad tenemos

M L .

M .
inyl Z t,T”t ey =]
i=1

=1

y para 7y, € I’
M 1 —i L i
Zmzyz—Z—tml,. tn %( RN A
=1

—Z—tml,...,ﬁgﬁt{%l,... o Z —(¢ =0

2.4 Centroides y algebras centrales

En esta seccién definiremos otra de las herramientas que se utilizardan mas ade-
lante: los Centroides. Sea k un anillo conmutativo con 1, R € k-alg, M un R-mdédulo,
V un k-médulo y B una R-algebra arbitraria. Por R-algebra entendemos un R-mdédulo
B con una funcién R-bilineal B x B — B, (by, bs) + b1by. En particular no vamos a
pedir otras identidades, aunque el principal caso de interés seran las algebras de Lie.
Un (B, R)-dimddulo es un R-médulo M junto con funciones R-bilineales B x M — M
(bbm) —b-my M x B — M (m,b) — m-b. Las llamaremos acciones de B en
M a izquierda y a derecha. En principio no hacemos ninguna suposicién acerca de
la compatibilidad de las dos acciones, por eso lo llamamos dimédulo, en lugar del
conocido concepto de bimédulo.? Por ejemplo, B es un (B, R)-dimédulo con las mul-
tiplicaciones a derecha y a izquierda en B, llamado el dimodulo reqular y denotado

4Esta notacién fue introducida en [NP], por ser mas general que el concepto de bi-médulo.
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Bieg. El R-médulo Homy (B, V') también es un (B, R)-dimédulo, donde las acciones
por B son (b; - ) (bs) = (bab1) = (¢ - bs)(b1). Para cualquier (B, R)-dimédulo M el
centroide de B con valores en M es

Ctdr(B, M) = {x € Homg(B, M) : x(b1ba) = b1-x(b2) = x(b1)-b2 para todo by, by € B}.

Denotaremos Ctdg(B) = Ctdg(B, Byeg), €s decir el caso en que M es el dimédulo
regular B,,,. En ese caso, el centroide de B es una subalgebra de la R-dlgebra
Endg(B). Ademads existe un morfismo natural de R — Ctdg(B) dado por r — X,
donde x,.(b) = rb para todo b € B. Seré inyectivo si y solo si B es fiel como R-médulo.
Decimos que B es una R-algebra central si este morfismo es un isomorfismo.

Ejemplo 2.4.1. Un algebra simple de dimensién finita, sobre un cuerpo k algebraica-
mente cerrado de caracteristica 0 es central-simple (ver [J, Teorema 10.1]). Estamos
interesados en el caso particular de algebras de Lie.

Igualmente, una k-algebra de Lie de dimensién finita que admite una descom-
posicién en espacio de raices (llamada split o escindida), también es central. Como
ejemplo de algebra de Lie que no es central podemos considerar sly(C) vista como R-
algebra de Lie. Su centroide estd dado por los morfismos que consisten en multiplicar
por un numero complejo, es decir Ctdg(sl2(C)) ~ C que contiene propiamente a R.

Por restricciéon de escalares podemos ver a B como una k-algebra. En los centroides
tenemos la inclusién (en general propia)

Ctdg(B) C Ctdy(B)

pero si B es perfecta, es decir B = BB, donde BB = Spang{ab : a,b, € B}, se tendrd
la igualdad (ver [J, Capitulo X]).

Consideremos ahora A una k-algebra (arbitraria). Nos interesara relacionar de
alguna manera el Ctd(A) con Ctdr(A ®; R).

Lema 2.4.2. Sea A una k-dlgebra finitamente presentada como k-mddulo y R € k-alg
tal que R es playo como k-mddulo. Entonces el morfismo candénico

weotd - Ctde(A) @ R — Ctdg(A @ R)
es un isomorfismo de R-dlgebras. En particular, si A es central, A ®; R lo es.

Demostracion. Notemos que weyg no es otra cosa que la restriccion a Ctdg(A) @k R
del morfismo de la Proposicién 2.1.2. Definamos

B : Endg(A) — Homi(A®y A, Ad A)
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como el tnico morfismo k-lineal tal que

B(f)(a1 ®az) = (f(a1a2) — flai)az, f(a1az) — alf(ag)).

Por definicién, resulta que Ctdg(A) = Ker(3), dando la sucesién exacta.

(2.4.1) 0 — Ctd(A) — Endy(A) -5 Homy(A @4 A, A @ A)

Por ser R/k playo sera exacta

0— Ctdk(A) ®k R — Endk(A) ®k R B&R Homk(A ®k A, A D A) ®k R

Al ser A finitamente presentado, es finitamente generado y por lo tanto también
lo es A®, A. Aplicando otra vez la Proposicién 2.1.2 tenemos que el morfismo
canénico Homy (A @, A, A @ A) @, R — Homg ((A @i A) @, R, (A® A) @ R) es
inyectivo. Componiendo con los isomorfismos canénicos tenemos el monomorfismo
v : Homy(A®y A, A® A) @, R — Homp ((A®k R)®r (A®k R), (A®), R)® (A®k R)).
Asi obtenemos el siguiente diagrama,

00— Ctdk(A> ®k R—— Endk(A) ®k R% HOHlk(A ®k A A D A) ®k R

thdi UJ\L ’U\L
B
00— Cth(A ®k R) —_— Endk(A ®k R) li’ HOHlR (AR ®R AR, AR D AR)
donde denotamos Ar = A ®; R. Notemos que la fila de abajo también es exacta,
en analogia con (2.4.1). El cuadrado izquierdo es evidentemente conmutativo, pues
weeq €s restriccion de w. Por otro lado, el cuadrado derecho conmuta, pues para
f € Endg(A), r,r1,r2 € Ry a1,a9 € A tenemos que
Bap(w(f @r)) (a1 @r ®@as @ry) =
= (w(f ®@7r)(a1as @ r1713) — w(f @ 7) (a1 @ 1)as @ 1,
w(f ®@r)(aas @ rire) — ay @ riw(f @ r)(ay ® 7“2))
= (f(ara2) @ rrire — (f(ar) @ rri)(as @ 12),
flaras) ® rriry — (a1 @ 1) (f (az) @ r73))
= (f(ara2) @ rrire — (f(ar)as @ rrire), flaraz) ® rrirs — (a1 f(az) @ rri72))
( (a1a2) — f(ar)a) @ rrire, (f(araz) — ayf(az)) ® 7”7"17’2)
v

(ﬁ®IdR(f® ) (a1 ®r1 @ az ® ry)

Como la vertical central es biyectiva, la vertical de la derecha es inyectiva, resulta que
wcia €8 un isomorfismo. En el caso que A sea central, resultard que A ®; R también
lo es, pues R ~ k ®; R ~ Ctdi(A) @ R ~ Ctdr(A & R).

]
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2.5 El functor Aut

Sea R € k-alg y N un R-médulo. En el desarrollo de la tesis trabajaremos en
mé&s de una ocasién con el functor Aut(N) de la categoria R-alg en la categoria de
Grupos, que asigna a S € R-alg el grupo

Aut(N)(S) = Autg(N ®g S)
y a un morfismo « : S — T, el morfismo
Aut(N)(a) : Aut(N)(S) = Autg(N ®@r S) — Aut(N)(T) = Autyp(N @r T)
tal que si f € Autg(N ®g S) satisface f(zr® 1) =) z; ® s; para © € N, entonces

Aut(N)(@)(f)lz®1) =Y z;® afs:)

Cabe mencionar que los elementos de Aut(N)(S) son morfismos de S-médulos, por
lo que estan univocamente determinados por sus valores en x ® 1.

Si ahora lo aplicamos a los morfismos p; : S — S” definidos en (2.2.1), tenemos
para A € Aut(N)(S) = Auts(N ®r S)
(2.5.1)
Aut(N)(pl)()\) =A®Idg € Aut(N)(S”) = AutS//(N QR S//)

Aut(N)(pg)(/\) = (IdN ®C) @) ()\ & Ids) e} (IdN ®C) € Aut(N)(S") = AutS//<N Xpr SH)
para ( : S®g S — S ®g S el isomorfismo tal que (s ®t) =t ® s.

La siguiente proposicion serd la base para ver las extensiones de Galois como caso
particular de las extensiones fielmente playas.

Proposicién 2.5.1. Sea R € k-alg y N un R-mddulo. El functor Aut(N) conmuta
con productos, es decir para S, T € R-alg

Aut(N)(S x T) ~ Aut(N)(S) x Aut(N)(T)

Demostracion. Llamemos pg y pr a las proyecciones de S x T en S y T respectiva-
mente. Functorialmente tenemos entonces

Ps = Aut(N)(ps) : Aut(N)(S x T) — Aut(N)(S)

Pr = Aut(N)(pr) : Aut(N)(S x T) — Aut(N)(T)
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tales que para f € Aut(NV)(S x T') tal que f(n® (1g,17)) = > ;i ® (54, 1)
Pg(f)(n®15):Zni®si vy Pr(f)(n®1r) = an@)t
el iel

Planteamos entonces el morfismo
feAut(N)(S xT)w— (Ps(f), Pr(f)) € Aut(N)(S) x Aut(N)(T)

Para ver que es un isomorfismo, presentaremos una inversa. Para eso necesitamos una
funcién Aut(N)(S) x Aut(N)(T) — Aut(N)(S x T). Sea (g,h) € Aut(N)(S) x
Aut(N)(T). Empecemos por considerar una funcién

NXSXTH(N(@RS)X(N®RT)4:>N®R(SXT)

donde la primer funcién estd dada por (n,s,t) — (g(n® s), h(n ®1t)) y la segunda es
el isomorfismo candnico

(z®s,y®t) —x®(s,0)+y®(0,1)

Esta composicion es bilineal y R-balanceada, por lo que induce un elemento de
Aut(N)(SxT), que llamaremos f(, ), completando la buena definicién. Ciertamente
son inversas, pues es directo verificar que dado (g, h) € Aut(N)(S) x Aut(N)(T), si
calculamos f(y ) v luego (Ps(fg.n)), Pr(fig,n))) recuperamos (g, h) y reciprocamente,
dado f € Aut(N)(S x R), f = f(ps ).Pr(f))

O
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Capitulo 3

Teoria de Descenso

En este capitulo presentamos los resultados fundamentales de teoria de descenso
en extensiones fielmente playas y su relacion con las formas torcidas, viendo el caso
particular de extensiones de Galois. El resultado principal esta en la seccién 3.6 en
donde se demuestra (Teorema 3.6.7) que los functores de la categoria de édlgebras a
la categoria de mdédulos que son estables por cambio de base preservan formas. Si
bien la motivacién original de este tema fue aplicarlo al estudio de formas bilineales
invariantes en el capitulo 5, trabajamos con un contexto lo suficientemente amplio
para que tenga interés propio.

3.1 Datos de descenso y Teorema de Descenso

En esta seccion presentamos los datos de descenso y el teorema de descenso para
el caso de S/R una extensién fielmente playa de anillos.

Si M es un S-mddulo, entonces M ®g S es un (S ®g S)-mbdulo de dos maneras:
la directa y la cruzada, es decir:

(L®v)-(M®s) =umus

(u®0) - (M s)=vm®& us

En el caso que M ~ N ®g S para algin R-médulo N, se puede definir una
biyeccién R-lineal n de M ®r S ~ (N ®r S) ®g S en si mismo tal que

NRSRXE—NRIR S

que es un isomorfismo de S ®p S-mdodulos, considerando en el conjunto de salida la
primer estructura y la segunda en el de llegada. Este morfismo induce tres nuevos
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automorfismos en N ®p S Qg S ®r S:

PnRsQuUOV) =RV uUd s
NnO®sQuV)=nQvRsQu
PnR®s@uV)=nQu® s v

Es facil ver que se cumple n' = n° o n?. Generalizando esta idea es que se define el
concepto de Dato de Descenso.

Definicién 3.1.1 (Datos de Descenso). Si M es un S-mdédulo, llamamos Dato de
Descenso en M a una biyeccion n: M ®r S — M ®g S que es un isomorfismo de una
(S ®g S)-estructura a otra y se cumple n* = n° o n? para los morfismos

no(m®t®s):Zmi®t®si

N(metos) = mes ot

P(mest) = mes ot
considerando n(m ® s) = > m; ® s;.

Observaciéon 3.1.2. Sillamamos ( : S®rS — S®gS al isomorfismo que intercambia
los elementos, es decir
(s®@t)=t®s

resulta que
1’ = Con®ldso¢
n' =n®Idso¢
n* =n®ldg

Teorema 3.1.3. Sea S/R una extension fielmente playa. Entonces los R-mddulos
son naturalmente equivalentes a los S-modulos con datos de descenso.

Demostracion. Veamos un esquema de la demostracién'. Dado un R-médulo N,
le corresponde el S-médulo M = N ®gz S y el dato de descenso es el morfismo 7
mencionado al principio de esta seccién. Ademés, dado ¢ : N — N’ un R-morfismo,
le corresponde ¢ ® Idg : N ®r S — N’ ®r S, que conmuta con el dato de descenso,
en el sentido que el diagrama

(N@rS)or S (N @, S) @5 S

) g

(N®RS)®RSM(N/®RS)®RS

1Los detalles se pueden ver en [W, Capitulo 17.2].
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conmuta.

Por otro lado, dado un S-moédulo M y n su dato de descenso, basta considerar
N={meM:n(m®1)=m®1}. Dado ¢ : M — M’ un S-morfismo que conmuta
con los datos de descenso (es decir (¢ ® Idg) on = 7' o (1 ® Idg)), bastara tomar |y,
que toma valores en N’, pues para z € N,

M) @1) = (Y @lds)(nlz e 1) = (Y ®lds)(z) = ¢(r) @1

Como S/R es una extensién fielmente playa, por el Teorema 2.2.8, cualquier R-
modulo cumple

N>~N®rl={re N®gS:Idy®p(r) =Idy @ps(z)}
por lo que se puede verificar que las construcciones son inversas entre si. O

Observacién 3.1.4 (Descenso de Algebras). Si N tiene definida una aplicacién
R-bilineal N x N — N, que induce un morfismo R-lineal N ® z N — N, este se
corresponde (mediante el Teorema 3.1.3) con una aplicacion S-lineal (NQrN)®pS —
N ®g S que conmuta con los datos de descenso. Mediante el isomorfismo canénico
(2.1.1), obtenemos una aplicacién S-lineal

(N®@rS)®s(N®gS)— N®rS

que serd una multiplicacién (n® s) ® (n' ® ') — nn’ ® ss’ que conmuta con los datos
de descenso, entendidos mediante el diagrama

(N ®@rS)®s (N®rS)) @ S— (N @r N) Qg S

| -

((N@RS) s (N@RS)) QrS— (N®grN)®gS

Reciprocamente, dado (M, n) un S-médulo con un dato de descenso, tenemos que
(M ®s M,ng) también es un S-médulo con dato de descenso, donde este tltimo se
ve como 7 ® n mediante el isomorfismo

(M ®p S) @sgps (M @rS) = M @5 M @S
tal que (m® s) @ (M ® §') — (Mm@ m’) ® ss', es decir definido por el diagrama

(M ®grS) ®sgps (M S)— (M ®s M)®gS

o) |

(M ®grS) ®sgps (M S)— (M ®s M)®gS
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Si M tiene definida una multiplicacién que conmuta con los datos de descenso,
se puede obtener una multiplicacién inducida en N. Ciertamente, dado z,y € N,
xy € N. Segin el Teorema 3.1.3, tenemos que n(z ® 1) =z 1yny®1l) =y ® 1,
entonces
n(zy @ 1) =mult(n(z ®1),(nly®1)) =2y 1

es decir, cae en N.

Como S/R es una extension fielmente playa, ciertas identidades (que pueden ser
escritas en términos de productos tensioriales, como por ejemplo Jacobi o asociativi-
dad) son vélidas en R si y solo si lo son en S. De esta manera se extiende el teorema
de descenso a varios tipos de dlgebras, como las asociativas o de Lie.

3.2 Formas torcidas

En esta secciéon veremos la relaciéon que hay entre la teoria de descenso y las
formas torcidas, a fin de poder utilizar dicha teoria para estudiarlas. Empecemos por
la definicién:

Definicién 3.2.1 (Formas Torcidas). Dado un R-médulo N, decimos que otro R-
modulo L es una forma torcida si existe una extension S/R fielmente playa de anillos
y un isomorfismo de S-moédulos 0 : N ®g S — L ®pg S.

En principio, como L es un R-moédulo, podemos aplicar el Teorema 3.1.3, y asi
es que le corresponde un S-médulo L ®g S y un dato de descenso ny. Mediante el
isomorfismo #, este ultimo se corresponde a N ®g S y un dato de descenso 1, que
hace conmutar el diagrama

(3.2.1) N@rS®rS—=N®rS®rS
9®Idsl 9®Id5i

LRrS®rS—2>L QSRS

Aplicando nuevamente el Teorema 3.1.3, L es isomorfo al R-mdédulo descendido de
N ®pgr S y su dato de descenso v, es decir

L{re NRrS : ¢Y(z®1l)=2x®1}

Recordemos que 1 es isomorfismo tomando la estructura directa de S”-médulo en el
conjunto de salida y la cruzada en el de llegada, por lo que conviene considerar

: NRQrS®rS — N®rS®rStalque =nogp
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donden: N®rS”" — N®rS" esn(n®s®t) =n®t® s es isomorfismo considerando
la primera estructura en el conjunto de salida y la segunda en el conjunto de llegada.
Asi ¢ € Autgn(N @ S”), donde N ®g S” tiene la estructura directa de S”-médulo.
A partir de esta relacién reescribimos
L{re NRrS : ¢Y(z®1)=2x®1}

={zreN®rS: noplzel)=rx1}

={reN®@rS:prxl)=n"(z21)}

={r e N®rS:p(ldy®pi(r)) =Idy ®pa(x)}

Reescribamos también la condicion de ser “dato de descenso” en términos de ¢, lo
que veremos mas adelante que sera la condicion de “ser cociclo”. Para eso necesitamos
algunas definiciones primero: denotemos S” = S®rS®rS y definamos los morfismos

prz:S" = 8" ppset)=s@t®1
(3.2.2) pi3: S =S8 p(s@t)=s@1t
pggIS//—>Sm p23(5®t):1®8®t

Si recordamos el functor Aut definido en la Seccién 2.5, tenemos
Aut(N)(pij) : Autgr(N ®@p S") — Autgn (N @p S™)
y dado ¢ € Autg/(N ®g S”), denotemos
pij = Aut(N)(py;)(¢) € Autsn(N ®g ")

Notemos que lo que hace cada ¢;; es aplicar ¢ en la componente de N y las dos
coordenadas de S que corresponden al indice, dejando al otro fijo.

Lema 3.2.2. Sea S/R una extension fielmente playa y N un R-mddulo. Sea
n:N®rS"— N®gS"

el automorfismo de S"-dlgebras (con la estructura directa en el conjunto de salida y
la estructura cruzada en el conjunto de llegada) tal que

NMnNRsRt) =nRtRs

Dado v : N®@ S" — N ® S" isomorfismo de S”-dlgebras con la estructura directa en
el conjunto de salida y la estructura cruzada en el conjunto de llegada, consideremos
0: NRrS®rS — NRrS®rS tal que ¥ =noyw. Entonces ¥ es dato de descenso
sty solo si @ cumple Y93 0 P19 = P13
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Demostracion. Unas cuentas directas nos permiten verificar que

Yl =n'ops
w2_ 2

=171 °¥i2
" =n' o a3 01’

Asi es que ¢ es dato de descenso si y solo si

Ploy? =9l & nlopyon®on’opn=n"op;
<:>771090230<P12=77109013
< P23 0 P12 = P13

O

Ya casi estamos en condiciones de enunciar la relacién de la teoria de formas
torcidas y H'(S/R,F) para S/R una extensién fielmente playa de anillos y F un
functor de la categoria de R-algebras en la de grupos.

Definicién 3.2.3 (Cociclos y Cohomologia). Decimos que un elemento ¢ € F(S”)
es un cociclo siy solo si se cumple

F(p13)(¢) = F(p23)(p) o F(p12)(¢)

para las proyecciones p;; : S” — 5" definidas en (3.2.2). Denotaremos Z'(S/R, F) al
conjunto de cociclos y definamos una relacién de equivalencia: dados ¢, ¢’ € F(S”)
decimos que son cohomdélogos si y solo si existe un A € F(5) tal que

-1
¢ =F(p2)(\) oo (F(p1)(N)
para las proyecciones p; : S’ — S”. Denotaremos H'(S/R,F) al conjunto cociente?.

Teorema 3.2.4. Sea S/R una extension fielmente playa y N un R-mddulo. FEriste
una biyeccion entre clase de isomorfismos de S/R formas de N y H'(S/R, Aut(N))

Demostracion. Dada L una S/R forma de N, mediante la construccién anterior defi-
nimos ¢ que es un cociclo. Bastard tomar su clase en H'(S/R, Aut(N)).

Esta construccion estd bien definida (y es inyectiva), pues dos formas L, L’ son
isomorfas si y solo si, al verlas mediante el teorema de descenso dentro de N ®pg S
con sus respectivos datos de descenso 1 y v’, existe un isomorfismo que conmuta con

2En principio solo es un conjunto “con un elemento distinguido: la clase de N”. Si el functor
fuese de algebras en grupos abelianos, seria grupo abeliano.
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estos datos, es decir si y solo si existe un A € Autg(N ®g S) tal que (A ® Idg) o =
W o (\®1ds).

N ®R S// LN ®R S//

A®Idg l i/\®ld s

N ®R S// L) ®R S//
Considerando que esas formas corresponderan a los cociclos ¢ y ¢ tales que ¢ =
noy Y =no¢ tenemos

A®Idg) oy =9 o (A®Idg) &
()‘®Id5)o77°§0:77090/0()\®1d5)<:>
no(A®Idg)onop =¢ o(A®Idg) &V

Aut(N)(p2) (V) 0 = ¢ 0 Aut(N)(p1)(\) &

N)(p2)(A
-1
Aut(N)(p2)(A) 0 9o (Aut(N)(p)(N) =
Es decir si y solo si ¢ y ¢’ son cohomélogos.
Para ver la sobreyectividad, dado ¢ cociclo, basta tomar ¢» = n o ¢ que, por el
Lema 3.2.2 es un dato de descenso y por lo tanto define una S/R forma de N que
dard a ¢ como cociclo. O]

Veamos ahora como podemos obtener el cociclo que define la forma torcida a
partir del isomorfismo trivializante: si L es una S/R-forma torcida de N, tenemos un
isomorfismo de S-médulos 6 : N®@rS — L®gS. Construiremos u € Autg/(N Qg S”)
tal que

L~{re N®rS: uldy®p(x))=Idy @pa(x)}

Antes de pasar a la construccion, notemos que considerando py 5 : S — S”, podemos
ver S” como S-dlgebra de dos maneras distintas, lo que nos permite definir S ®g S”
de dos maneras distintas. Para denotar estas dos maneras utilizaremos la notacién
S ®p, 5" en lugar de la notacién tradicional, para evitar ambigiiedades. Notemos que
si vemos S” como R-dlgebra, las dos estructuras (dadas por R — S 2 S§”) coinciden,
por ser S/R una extension fielmente playa, por lo que no hay ambigiiedad al suponer
Qg S

Consideremos los morfismos de S-algebras (con la estructura correspondiente a p;
en cada caso) o; : S ®,, 8" — 5" dados por 0;(s1 ® s2 ® s3) = pi(s1)(52 ® s3) es decir

01(51 ® 52 @ S3) = 5152 @ S3

02(51 ® 53 @ S3) = 53 @ $153
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Dado N un R-médulo, tendremos los isomorfismos Idy ®c; : N @ (S ®,, S") —
N ®p 5", es decir

Idy ®o1(r ® 51 ® 53 ® 53) = = ® 5159 @ 53

Idy ®02(x ® 51 ® 89 ® S3) =T R Sg @ 5153

Estos son morfismos de S”-élgebras, con la estructura directa (en la dltima com-
ponente S” que tienen ambos).

Teorema 3.2.5. Sea N un R-mddulo y L una S/R-forma torcida de N con isomor-
fismo trivializante 0 : NQrS — L®grS. Si definimos los isomorfismos de S”-dlgebras
01 y 0y a partir del siguiente diagrama conmutativo,

(N @r S) @, S" —22" . (L @g S) @, S"
(323) Idy ®o‘il2 ZlIdL ®0o;
N®pS" v L®gS"

resulta que u = 0,06, € Z1(S/R, Aut(N)) es el cociclo que define la forma, es decir
L~{xe N®rsS :u(ldy ®pi(z)) =ldy @pa(z)}

Demostracion. Para la demostracion estudiemos primero 6; y 65, siguiendo el dia-
grama (3.2.3). Sean € N y digamos que §(n®1) = > [; ®s; y sean sq, s2 € S. Para
0, tenemos que

OR1Id o1/
(n®1) Qp; S1 X S92 2 Sl ® s;) Rp; S1 &Q S92

f|}dN Xo1 IIdL ®o1

n®31®32 Zli®5i31®52

es decir 01(n ® $1 ® $2) = D1 ® 8;51 ® $2 = 0 ® Idg(n ® $1 ® s). Ahora para 6,
tenemos que

OR1d o1/
(N®1)®,, 51 ® 59 2l Yl ® si) @py 51 R So

f|}dN XRo2 IIdL ®o2

n®31®32 Zli®51®5i52
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es decir 6y consiste en aplicar 6 a la componente N y a la segunda componente S,
dejando fija la primera. En términos del isomorfismo ¢ : S ®r S — S ®g S tal que
((s®t) =t® s tenemos

0 = (Id;, ®¢) o (A @ 1dg) o (Idy &C)

No es complicado ver que u = ;' 0 §; € Autg:(N ®g S”) cumple la condicién de
cociclo, pero lo que veremos es que es exactamente igual al ¢ definido en el Lema 3.2.2.
Segun el diagrama (3.2.1), y siguiendo con la misma notacién es que n;, = Id, ®( y
n=mn"1=1Idy®C. Por lo que

cp:n_lozp:no(9_1®1d5)onLo(0®IdS)

Como u = 05" 06; = (Idy ®¢) o (07! ® Idg) o (Id;, ®C) o (§ ® Idg), resultan iguales.

Veamos ahora que L ~ Ny = {x € N ®@r S : u(ldy ®p1(z)) = Idy ®@pe(z)}. Para
eso veamos el siguiente diagrama conmutativo (cuyas filas son exactas, por el Teorema
2.2.8):

Idny ®p1
04>N2N®RR N®RS N@RSH
Id Ny ®p2
N
Idr ®p1
O*>L2L®RR L®RS L®RS”
IdL ®p2

Sea 0y = 0|n,. En principio toma valores en L ®pg S, pero ciertamente si z € Np,
0(z) € L ®p 1: por el Teorema 2.2.8 basta ver que Id;, ®p;(6(z)) = IdL @pa(0(x)),
pero como el diagrama es conmutativo, y recordando la definicién de Ny es que

IdL ®p2(9(:1:)) = 92(IdN ®p2(x)) = 92 (’LL(IdN ®p1 (.CE))) = 91 ( IdN ®p1 (.T))
= Id, ®@p1(6())
Como el diagrama conmutativo tiene filas exactas y 6 es isomorfismo, un simple

“diagram chasing” prueba que 6 es sobreyectiva y por lo tanto un isomorfismo de Ny
en L. ]

3.3 Descenso en el caso de extensiones de Galois

En esta seccién analizaremos la teoria de descenso (y por lo tanto las formas torci-
das) en el caso de extensiones de Galois. El principal resultado es que para S/R una
extensién de Galois y N un R-médulo, el conjunto de cohomologia H'(S/R, Aut(N))

estd en correspondencia con el conjunto en la cohomologia no abeliana H'(T', Aut(N)(S)).

Empecemos por recordar la definicién de esta cohomologia, para luego pasar al caso
particular del grupo Aut(N)(S).
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Definicién 3.3.1 (Cohomologia no abeliana). Sea S/R una extensién de Galois
con grupo finito I'. Consideremos que I" actiia en un grupo X por automorfismos con
la notacién v - x = Yx. Definimos el conjunto de los 1-cociclos como

0, X) ={u:T — X : uap = ua"(ug)}

donde u, = u(a) € X.
Diremos que u,u’ en Z'(T', X') son cohomologos si y solo si existe algin x € X tal
que para todo v € I’
ul, = TN

Claramente es una relacién de equivalencia. Llamamos H*(T', X') a su conjunto co-
ciente.

Nos interesard el caso particular de X = Aut(N)(S) = Autg(N®grS). El objetivo
de esta seccién es demostrar que

H'(S/R, Aut(N)) «—— H' (', Aut(N)(S))

El caso X = Aut(N)(5):

Para la accién de I" en S por automorfismos mantendermos la notacién y(s) = 7sy
consideramos la accién de I' en N ®z S en la componente S, es decir "(z®s) = 2 ®7s.
Para tener una accién de I' en X = Aut(N)(S) = Autg(N ®g S), consideramos la
accion por functorialidad. Antes de continuar, analicemos esta accion. Para abreviar
la notacién llamemos G al functor Aut(N). Sea h € G(S), v € I'. Como y: S — S,
tenemos definido G(v) : G(S) — G(S). La accién entonces es

h=G(7)(h)
Esto significa que si h(z ® 1) = > x; ® s;, resulta que
Th(z @ s) = G (W) (z@s) =D ;0 7s;s
Notemos que "h = (Idy ®7) o ho (Idy ®y~1), pues al evaluarla en z ® s obtenemos
(Idy ®7) o h(z ®7 ' s) = (Idy ®7)(Z ;@7 ss;) = Z z; ®57s;
En este caso nos queda entonces definido

ZMT,G(S)) = {u:T — G(S) : uap = ua"(ug)}
={u:T = G(S) : Uap = ta o (Idy ®a) o ug o (Idy ®a ")}
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con la relacién de equivalencia u ~ u' si y solo si existe un A € G(S) tal que para
todo a € T" resulta

ul, = A oug oA =A"tou, o (Idy®a ') oo (Idy ®a)

Para la demostracién del teorema buscamos una funcién que a cada elemento de
ZY(S/R,G) le asigne un elemento de Z'(I', G(S)) y que en el cociente sea biyectiva.
Por como estan definidos los espacios de cociclos, empezaremos por una funcion p :
G(S") — {u : I' - G(S)}. Empezemos por definir una funcién asi, que luego
verificaremos que completa la demostracién del teorema. En primer lugar, recordemos
que por ser S/R extensién de Galois, la funcién

$:S®rS — 9 x 8 x...x S8 dado por ¢(s ®@t) = (7(s)t)yer

|| veces

es un isomorfismo de S-dlgebras tomando S ®g S como S-algebra con el producto en
la segunda coordenada. Esto inducira el isomorfismo

SorSerS— [ S talques@t@v (1(s)(E))nmer

(v,7)er'xT

A partir de los morfismos definidos en (2.2.1) y en (3.2.2), junto con los isomorfismos
recién definidos tenemos el siguiente diagrama conmutativo

1 Dij
S S 0p S —2S®pS®pS

p2
Idsl :l :\L
SH H’YEF S JE— HFXF S

donde las flechas de abajo estan definidas para que el diagrama conmute. Aplicando
el functor G = Aut(N), considerando que el functor conmuta con los productos
(Proposicién 2.5.1) y haciendo la identificacién obvia del producto con el espacio de
funciones, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
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G(p1) Giy)

(8) — = G(S@n 8) G(S @r S @r S)
G(5) —>G<1_NL/GI‘ S) G(HNFXF S)
G(5) HVGNFG<S> HF:FG(S)
G(S) %{u : r: G(S)} %ﬁ){u T x:F — G(9)}

Los morfismos que aparecen en el diagrama son:

G(pi) v G(pi;) estan dados por el functor definido en la Seccién 2.5.

Llamemos p al isomorfismo vertical del centro. Dado f € Autg, (N ®@p S”) tal
que fla®1®1)=> a;®s; ®t;, tenemos p(f) € {u: T — G(S5)} tal que para
vyel

p(f)()(a®@s) = Z a; ® v(s;)ts
Llamemos p, al isomorfismo vertical de la derecha. Dado h € Autgm (N ®@g S")

tal que h(a®@1R1®1) = > a;®s;t; Qv;, tenemos pa(h) € {u: TxT — G(S)}
tal que para vy € I’

p2(h)(v, m)(a®s) = Z a; @ y(s;)p(ti)vis

F(pi;) y F(pi;) estan definidos para que el diagrama conmute, resultando que
para f € Autg(N ® S) y paray €T

Fip)(H)() ="F  Flp)(N)(v) = f

y para u € {u: I' = G(5)}, pensando u = p(f) para un f € Autg/(N @ S")
tal que fla®1®1)=> a; ® s; ®t;, tenemos para 7y, u € I’

F(pis) (p()) (v, 1)@ @ 8) = Y a; @ v(si)tis = p(f)(7)(a ® )

F(pas) (p()) (1 1) (a @ s) =Y a; @ p(si)tis = p(f) (1) (a ® s)
F(pi2) (p()) (7 m)(a @ s) = a; @ y(si)pu(ts)s = *(p(f) (7)) (a @ s)
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Lema 3.3.2. Los isomorfismos verticales p y ps cumplen
(a) Para todo f, f' € G(S ®r S), para todo v € T

p(f o 1)) = p(H) () e p(f) ()
(b) Para todo h,h' € G(S ®g S ®g S), para todo (y,pu) € ' x T’

pa(h o W) (v, 1) = p(h)(y, 1) o p(R') (7, 1)

Demostracion. Veamos la demostracién de (a), la otra serd andloga. p es com-
posicion de tres isomorfismos que llamaremos p,, pp v p. respectivamente para esta

demostracion. En primer lugar, p,(f o f') = pa(f) o pa(f'), porque p, = G(¢)
para ¢ definido en (2.3.1) y G es un functor de grupos. En segundo lugar tenemos

que py(pa(f) © pa(f')) = po(pa(f))-Po(pa(f")) € T,er G(S) donde el producto es la
operacién de G(S) coordenada a coordenada. Finalmente, como para dos familias

(fy)yer ¥ (f))rer en [ o G(S) tenemos que

pe((fy)rer-(fo)ver) (0) = pe((fy © fo)rer) (V) = fr 0 f,
= Pec (fw)WEF) (7) © pc(er“/EF) (’7)

resulta que p(f o f')(7) = p(f)(7) o p(f)(7)

Teorema 3.3.3. H'(S/R,G) «—— HY(T',G(S))

Demostracion. Veamos que el morfismo p aplica elementos de Z'(S/R,G) en ele-
mentos de Z'(T', G(S)) y que en el cociente es biyectiva, es decir debemos verificar
que

(a) f € G(S®S) es un cociclo si y solo si p(f) € {u:T'— G(S)} es cociclo.

(b) f ~ '€ Z1(S/R.G) si y solo'si p(f) ~ p(f") € Z\(T, G(S)).

Para ver (a):

f€ZS/R,G) & G(pis)(f) = G(pas)(f) o G(pr2)(f)
< p2(G(p13)(f)) = p2(G(pas)(f) 0 G(p12)(f))
S V(v 1) €T T po(Glpiz)(f)) (v, ) =
= Pz( (p23)(f )( OPQ(G( 2)(f ) t)
< V(v 1) GFXFF(FB)( SICANES
= F(pa3) (p()) (v, 1) 0 F(p12) (p())) (7,
) = M

S V(v ) €D xT p(f)(y) = p(f)(1) o (( )(u ')
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donde la segunda equivalencia es por el Lema 3.3.2 (b), la tercera porque el diagrama
conmuta y la tltima por las definiciones de F(p;;). Si llamamos o = 'y, es decir
¥ = po tenemos

f€ZY(S/R,G) & V(pu,0) €T xT p(f)(no) = p(f) () o *(p(f)(0))
S V(p,0) €T XT p(fuo = p(fluo *(p(f)s)
& p(f) € ZH(T, G(9))

Para ver (b),

f~fe3heG(S): f =G(p)(h)o fo(G(pl)(h)Y1
& 3h € G(S) : p(f') = p(Glp2)(h) o [ o (G(p1)(h)) ")
© 3h e G(S), ¥y € D1 p(f)(7) = p(G(p2) (M) () © p(£)(7) © p((G(p1)(R) (%)
(9), )
(S),

(f
& 3he G(S), Yy el p(f)(y F( 2)(R)(7) 0 p(f)(7) o (E(p1)(h))(7)
< 3he G(S),Vy el p(f)(y)=ho

2)
)
)
)

p(f)(7) 077

< p(f) ~ p(f)
donde la segunda equivalencia es por el Lema 3.3.2 (a), la tercera porque el diagrama
conmuta y la ultima por las definiciones de F(p;). O

Observacion 3.3.4. Dada L una forma torcida de un R-médulo N, esta tiene aso-
ciado un cociclo ¢ € G(S ®g S) que la define, es decir

L~{rxre N®gS:p(Idep (r)) =1d®ps(x)}

Mediante el morfismo p, al cociclo le corresponde una funcién u : I' — G(S5), es
decir una familia (u,),er de elementos de G(S). La propiedad de cociclo se traduce
en Uag = Uq “ug y €l médulo descendido es

{reN@rS:uo=a VyeTl}.
Se puede verificar que ciertamente se trata del mismo conjunto. Los detalles, que no
son completamente triviales, quedan a cargo del lector.
3.4 Descenso de algebras centrales

Proposicién 3.4.1. Sea B una S/ R-forma torcida de AQyR, tal que A es finitamente
presentada como k-mddulo, R € k-alg tal que R/k es playo, S € R-alg tal que S/R es
fielmente playa. Si A es una k-dlgebra central, entonces B es una R-dlgebra central.

48



Demostracion. Para ver que B es R-algebra central debemos ver que el morfismo
R % Ctdg(B) dado por r — x, donde x,(b) = 7b para todo b € B es un isomorfismo.
Por ser S/R una extensién fielmente playa, bastard ver que y ® Idg : R @z S —
Ctdgr(B) ®g S lo es, pero

S~ R@p S Ctdp(B) @r S “% Ctds(B ®r S) ~ Ctdg(A®), ) ~ S

donde wcyq es un isomorfismo por el Lema 2.4.2 (ahi es donde se usa la hip6tesis de
que A finitamente presentada, lo que implica que A®,S ~ B®rS lo sea y por lo tanto
B lo es). Por otro lado, como A es central, el Lema 2.4.2 indica que A®; S ~ B®g S
también lo es. Como la composiciéon completa no es otra cosa que el isomorfismo
identidad, resulta que y ® Idg es un isomorfismo, por lo que x lo es. O

3.5 Ejemplo: algebras de multilazos

Consideremos k un cuerpo algebraicamente cerrado, de caracteristica 0 y g una
k-algebra de Lie de dimensién finita, simple. Recordemos el Ejemplo 2.3.8, donde

1 1

:l:i
R=K[E,. ) C S=k[t, ™, . tn™]

es una extension de Galois (con grupo I' ~ Z/myZ x ... X Z/m,Z) y tenemos fijado
para cada m; una raiz m;-ésima primitiva de la unidad ¢; € k. Definimos el algebra
(no torcida) de multilazos

L(g)=g® S

que es una k-algebra de Lie (de dimensién infinita) con el corchete
[z @yt = [z,y] @ "

donde A = (%—ll . T’,\T’;) y p= (£+...£2) Si ahora agregamos una familia de au-

tomorfismos de g que conmutan o = (o4,...,0,) de érdenes (finitos) mq,...,m,
respectivamente, podemos descomponer g como suma directa de autoespacios: si
AN=Z/mZ x ... xZ/m,Z, e = (e1,...,e,) € Z" y llamamos € a su clase en A,

g= @ ge ge={reg:oi(zr)= C;jx para todo j}
eel
El algebra de multilazos £ = L(g, o) asociada a esos datos es la k-dlgebra de Lie (de
dimensién infinita)

€1 €n
L= EB gt .ty Cg® S

eczm
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Ahora bien, como gz = g,,; para l = (ly,...,l,) € MZ® --- & m,Z, es claro que
L es una R-algebra de Lie. Si llamamos Bz a una base de cada gz como k-espacio
vectorial, tendremos que una base para L es

€1 en
| I m
Bg@tll “oee ,;Lnn

eckE

para £ = {e = (e1,...,e,) € Z": 0 <e; <mj — 1 para todo j : 1...n} por lo tanto
L es un R-médulo libre de R-rango finito.

Proposicién 3.5.1. L es una S/R-forma torcida de g @y R.2
Demostracion. Para ver que es una S/R forma veamos explicitamente el cociclo en
la cohomologia de Galois, para el grupo I' visto en el Ejemplo 2.3.8. Sea u : I' —
Auts(g ® S) dado por uz = v: ® Idg donde vz € Aut(g) es

ve=0,"0...00
Es facil verificar que es un cociclo, pues los cociclos constantes son los morfismos de
grupos:
= ((Id®a) cugo (Id®a™")(z ® s)
(Id®a)(us(z @ a™'(s))) = (Id®a)(vs(z) @ a™(s))
v3(7) ® o (s) = v3(7) @ s = ug(r ® )

por lo tanto
Uap = Ua U & Uag = UgU & VUag = VaUg
lo cual se cumple, pues

ﬁlo .,,O(T_B” —a1—f1 —an—0n

VaUg =07 o...00, " o0, =0, °...00, = Vag

Solo falta verificar que M = {z 6 gQ®k S :ufz=zparatodoee '} = L.

Zn

SeazEL,z—ZiEZ,LLI:Z@t .. tam para x; € gry seae € A(=T).
K in
= S om0
1EL™
—Zvex(e”l...(e“”)g)t cotym
1EL™
41 in
= ve(0ft 0. oot (7)) @M Lty
iezn
i1 in
:Zx;®tfl...t,§"”:z
iezn

3Esta proposicién es [ABP2, Teorema 3.6, donde se presenta el cociclo, pero deja los detalles a
cargo del lector.
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Reciprocamente, si z € M, sabemos que para todo € € I', uz°2 = z. Digamos

1 in

— _ ""71 mn
2= egn Ty @t .. L7, entonces
_ my m _ —e1 —€ _ /€171 ent my m
5 ;" Lty = E o8 o...oan"(xigl ...Cn"“)®t1 oty
iezn iezn
] in

Pero como los thl ...ty™ forman una base de S como k-espacio vectorial, tenemos
escritura tnica (ver [B:A, Capitulo 2, §3.7 Corolario 1]). Asi para cada i € Z" resulta

_ . €1 —en (._/e1i1 enln
x;=0,"0...00, (xig“l .G )

por lo que z; € g;, por lo tanto z € L.

Corolario 3.5.2. L es una R-dlgebra central, es decir Ctdr(L) ~ R.

Demostracion. En el caso planteado g es central (ver Ejemplo 2.4.1), entonces por la
Proposicién 3.4.1, £ lo es. Notemos que por ser k un cuerpo y g de dimension finita
se cumplen las hipdtesis necesarias. O

Ver £ como k-algebra no ayuda. Al introducir R, el algebra £, vista como R-
algebra es una forma torcida y por lo tanto nos permite utilizar la teoria de descenso.
Desde ya que después uno tiene que finalizar las conclusiones obtenidas por este
artificio (de introducir R), con el pasaje de R a k.

3.6 Descenso de functores estables por cambio de
base

En esta seccién vamos a demostrar que los functores de la categoria de algebras a
la categoria de médulos que son estables por cambio de base preservan S/R formas.
Recordemos que estamos trabajando con £ un anillo, conmutativo, asociativo, con 1
y denotamos k-alg la categoria de k-algebras asociativas, conmutativas con 1.

Definicién 3.6.1 (Categorias k-ALG, k-MOD). Dados un morfismo a : R — S
en en k-alg, M un R-médulo y N un S-médulo, decimos que un morfismo f : M — N
es un morfismo de médulos a-semilineal si es aditivo y satisface f(rm) = a(r)f(m)
para todo r € Ry m € M. Un morfismo asi es necesariamente k-lineal, es decir si
M y N son vistos como k-mddulos por medio de og . y 0 entonces f(cm) = cf(m)
para todo c € k' y m € M. Si M y N tienen estructura de algebra y f preserva la
multiplicacién, entonces decimos que f es un morfismo de dlgebras a-semilineal.
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Dado un morfismo de médulos a-semilineal f : M — N y un morfismo 5 : S — T
en k-alg, existe un inico morfismo de modulos G-semilineal f® G : M®rS — N®RgT
tal que (f @ B)(m® s) = f(m)® [(s). Es claro que si f es un morfismo de dlgebras,
también lo serd f ® (.

Definamos ahora la categoria k-ALG: sus objetos son pares (R, A) donde R €
k-alg y A es una R-algebra. Recordemos que por R-algebra entendemos un R-mddulo
A con una funcién R-bilineal A x A — A, (ay,as) — ajay a la cual no le pedimos
otras identidades. Un morfismo en k-ALG, serd un par (a, f) : (R, A) — (S, B),
formado por un morfismo o : R — S en k-alg y un morfismo de algebras a-semilineal
f:A— B.

La categoria k-MOD se define andlogamente a k-ALG, reemplazando las algebras
por médulos y los morfismos de algebras por morfismos de moédulos. Asi, un objeto
en k-MOD es un par (R, M) que consiste en un R € k-alg y un R-médulo M y un
morfismo en k-MOD es un par («, f) : (R, M) — (S, N) que consiste en un morfismo
a: R — S es k-alg y un morfismo de médulos a-semilineal f: M — N.

Definicién 3.6.2 (Cambio de Base). Ambas categorias k-ALG y k-MOD ad-
miten cambio de base por objetos de k-alg. Lo explicamos para k-ALG, mientras
fijamos la notacién. Sea o : R — S un morfismo en k-alg y sea A una R-algebra.
Viendo S como R-algebra mediante «, el producto tensorial A @ .S es una S-dlgebra
donde el producto esta dado por (a; ® s1)(as ® s2) = (a1a2) ® (s182) para a; € Ay
s; € S. Como vamos a usar en ocasiones diferentes morfismos de R a S, volvemos a
usar temporalmente la notacion A ®, S en lugar de la tradicional A ®g S. Definimos

attA—-A®, S, ar—a®lg,

y notemos que (a,a?) : (R,A) — (S, A ®, S) es un morfismo en k-ALG. De
hecho, para cualquier morfismo (o, f) : (R, A) — (5, B) en k-ALG existe un tnico
morfismo de algebras S-lineal f* : A®,S — B que satisface f*(a ® s) = sf(a).
Como f%oa?(a) = f*(a® 1g) = f(a), se deduce que el diagrama

(R, A) @]) (S, B)

3.6.1
(36.1) (aa) m’)

(S, A®y 5)

es conmutativo. Si ahora (3 : S — T es otro morfismo en k-alg, podemos agregarle al
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diagrama (3.6.1) el morfismo (3, 57) : (S, B) — (T, B®3 T) y obtener el diagrama

(,f)

(R, A) (S, B)
(3.6.2) (oe,aA)J/ J{(ﬁﬂB)
(S, A0 §)5705(T. BOsT)

que también es conmutativo, pues (3, f®3) = (8, 3%)o(Idg, f), as{ que al componer
con (a, a!) se obtiene la conmutatividad buscada.
Este tltimo diagrama es lo que debemos entender como cambio de base de («, f)

por (3.

Definicién 3.6.3 (Functores sobre k-alg). La proyeccién sobre la primera com-
ponente define functores Il : k-ALG — k-alg y Il : &-MOD — k-alg. Decimos
que el functor F : k-ALG — k-MOD es un functor sobre k-alg si Iy o F' = 1l,,
le.,

F

k-ALG kE-MOD
e
k-alg

es un diagrama conmutativo. Dichos functores F' transforman un objeto (R, A) €
k-ALG en F(R, A) = (R, Fr(A)) para algin R-médulo Fr(A), y un morfismo (o, f) :
(R,A) — (S,B) en F(a, f) = (a, Fu(f)) para algin morfismo a-semilineal F,(f) :
En lo que sigue, si R = Sy a = Idg simplemente escribimos F'(f) en lugar de F,(f).

Dado un morfismo o : R — S en k-alg y (R, A) € k-ALG, podemos aplicar
F al morfismo (o, a?) : (R, A) — (5,4 ®, S) en k-ALG de 3.6.2 y obtenemos un
morfismo en k-MOD

Fla,a®) = (o, Fy(a™) : (R, Fr(A)) — (S, Fs(A®, S)).
Como esta funcién es a-semilineal, induce un morfismo de S-médulos
(3.6.3) Vhat FR(A) ®a S = Fs(A®, S), m® s sky(a’)(m)

Estos morfismos jugaran un papel muy importante a la hora de definir functores
estables por cambio de base. En lo que sigue, si F' esta fijo denotaremos a Vﬁj’a

simplemente como vy 4.
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Lema 3.6.4. Dado un functor F : k-ALG — k-MOD sobre k-alg:
(a) (F'y v conmutan) Sea (a, f) : (R, A) — (S, B) un morfismo en k-ALG y sea

B : S — T un morfismo en k-alg. Entonces el diagrama

Fr(A) @, S D% po(BY@s T
VA,Q\L J/VB,,B
Fs(A®, S) Fr(B®sT)

—_—
Fs(fep)

conmuta.
(b) (Transitividad) Sean R = S g7 morfismos en k-alg y sea (R, A) € k-ALG.
Entonces el diagrama

Idp,a) ®B

Fr(A) @4 S Fr(A) ®poa T

VA,ai J/VA,Boa

Fs(A®q S) Fr(A ®poua T)

_—
Fﬁ (IdA ®,8)
conmuta.

Demostracion. (a) Los morfismos f ® 5y F,(f) ® 3 son los descriptos en las defini-
ciones 3.6.1 y 3.6.2 y la fila horizontal de abajo se obtiene de aplicar F' a (3, f ® 3).
Para m € Fg(A) y s € S tenemos que
(V6 0 (Fu(f) ® B))(m @ s) = B(s)F(57) (Fa(f)(m)), ¥
(Falf © 8) o van)(m @ 5) = B(s)Fa(f © B) (Fala) (m)).

Por lo tanto basta probar que F3(3%) o F,(f) = Fs(f ® 3) o F,(a?). Pero esto se
sigue de aplicar el functor F' al diagrama conmutativo (3.6.2).

(b) Con la notacién de (a) tenemos que

(1/,475% o(Id ®ﬁ)) (m® s) = B(s) Faon ((ﬁ o a)A) (m), y
(F3(Ids ®B) o vaa) (m @ s) = B(s)Fs(Ida ®3) Fo(a®) (m).

Asf que basta probar que F (80 a)?) = Fz(Ids ®8) o F,(a?). Primero notemos que
((Boa),(Boa)') = (B,1ds®P) o (ar,a™), pues

((Ida®P) 0 a’)(a) = (Ida®B)(a @ 1s) = (a @ 17) = (B0 a)(a)

Ahora aplicando F', por functorialidad, se obtiene lo deseado. O
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Definicién 3.6.5 (Functores estables por cambio de base). Sea F': k-ALG —
E-MOD un functor sobre k-alg. Decimos que F' es estable por cambio de base si para
todo morfismo « € k-alg y para todo (R, A) € k-ALG el morfismo de S-médulos
Vo Fr(A) ®q S — Fs(A®4 S) definido en (3.6.3) es un isomorfismo.

Ejemplo 3.6.6. El ejemplo mas relevante para este trabajo sera el “functor de
formas bilineales invariantes” IBF que definiremos en 5.1.4 y demostraremos en
la Proposicién 5.2.5(b) que es estable por cambio de base. El primer ejemplo que
veremos ahora es simplemente el functor F' : k--ALG — k-MOD sobre k-alg “pro-
ducto tensorial” que a cada (R, A) le asigna el R-médulo A @ A y a cada morfismo
(a, f): (R, A) — (S, B) en k-ALG le asigna el morfismo

fR@f:A®rA - B®sB, a1 ®ayr f(a1)® f(ay)

que es a-bilineal. Si ahora aplicamos F' al morfismo (a, a?) : (R, A) — (S, A ®, S)
en k-ALG obtenemos

Fa,a) = (a, Fa(a™)) (R, Fr(A)) — (S, Fs(A®a 5))  Fala?) =a” @ o’
y el morfismo de S-moddulos inducido resulta
Vhia (A®RA)®r S — (A®R S) ®s (A®R S)
a®d ®@s— s(at(a)@a(d) =5(a®@1p®d @1g) =a®@1xRd ®s
que es el conocido isomorfismo candnico de (2.1.1).

Teorema 3.6.7. Sea A una R-dlgebra, y B una S/R forma de A determinada por el
cociclo u como se vio anterioremente. Si F': k-ALG — k-MOD es un functor sobre
k-alg estable por cambio de base, entonces Fr(B) es una S/R-forma del R-mddulo
Fr(A) que es isomorfa como R-mddulo al dado por el cociclo

VZ;,QOQ o F(u) O VA pioa € Autgr (FR(A) Xpr S//).

Demostracion. Fijemos un isomorfismo de S-adlgebras 6 : A ®, S — B ®, S. Segun
lo visto en el Teorema 3.2.5, el cociclo que determina B (salvo isomorfismo de R-
dlgebras) es u = 0, 06 € Autgn(A®zS"). Con la functorialidad de F' y recordando
que p1 ® a = py ® a (ver Observacién 2.2.9), el resultado que debemos establecer es:

(a) z:= (VE’LQOQOF(92>_1OVB’pQOa) o (V];lploaOF(tgl)OVA’ploa) € Autgr (Fr(A)®@rS")
es un cociclo.

(b) El R-mddulo determinado por el cociclo z es isomorfo a Fr(B).
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Definamos F"(0) = vy, o F'(0) o V4, mediante el diagrama conmutativo

F¥(6)

Fr(A) @4 S Fr(B) ®a S
- o
Fs(A®q S) —9 . Fg(B®. S)

Para probar ambas cosas debemos ver que el cociclo planteado coincide con el visto
en la construccion: (F”(@));l o (F”(G))l, es decir que debemos ver que

I/é}aioa o F(@Z) O VA qjoa = (FV(Q))Z fori=1,2.

Los casos ¢ = 1,2 son similares, veremos en detalle el caso i = 1. Consideremos el
siguiente diagrama conmutativo de isomorfismos de S”-mddulos.

Fr(A) @,,00 5" (@), Fa(B) ®,,00 "
(Idpp () o)1 ey () ®n)"!
CFr(A) @ S @, 5" — O p(BY 94 S ®,, ST
7 Va.o®ldgr vpa®ldgr 7
v Fs(A08) @, 8" — O g B S @, 8" vspe
i VA®a S,p1 VB®aS,p1 :
For((A®a ) @p 8") 22 p (B ®a S) @y 57)
Pl Aem) F(Idg,ezfﬁi
N

F(61)

A
FS”(A Qpioa S) FS”(B Qpioa Sl/)

El rectangulo de arriba conmuta, por la definicién de F(6;); el segundo resulta de
aplicar el cambio de base p; : S — S” al diagrama que define F”(0); el tercero conmuta
por el Lema 3.6.4(a) para el caso que (R, A), (S, B),(«, f) y [ son respectivamente
(S, A®q 9), (S,B®yS), (Idg,0) v Idgs; finalmente, el de abajo de todo conmuta,
aplicando F' al diagrama (3.2.3) que define #;. Entonces sera suficiente probar que
las lineas punteadas verticales son respectivamente v4 poq ¥ VB poa- Otra vez son
analogas, asi que haremos en detalle el caso V4,04, siguiendo explicitamente las
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flechas verticales de la izquierda. Sean m € Fg(A) y s1,$2 € S. Entonces

(Id ®T) VA o®Idon
m®31®321L>m®51®13®32»A—5> (s1Fa(@®)(m)) ® (15 ® s9)

I, (15 8 50) (B, (0%5) (31 Fula) ()
= (1 ® 52) (p1(51) By, (015 (Fu(a)(m) )
= (5@ 52)(s1 @ 1) m<pf‘®a >< w(a)(m)))
= (51 © 52) (B, (o) (Fa(a™)(m)) )
P, (51 6 55) F(1d @n)(Fm <pf‘®a ) (Fala)(m)))
= (51 ® 52) Fproa((p1 0 @) (m)).

Esto completa la demostracion ya que por definicién

VA proa( ® 81 ® 89) = (51 ® 82) Fpyoa((p1 0 @)t (m))
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Capitulo 4

Caso de Modulos: Diferenciales de
Kahler

En este capitulo vamos a aplicar la teoria de descenso al modulo de diferenciales de
Kahler en el caso de una extension de Galois. El objetivo es probar que los invariantes
por la accién del grupo de Galois de S/ R en Q0g/ds(S) son precisamente los elementos
de Qr/dgr(R). Para eso hay que ver previamente a este dltimo como submédulo. Los
diferenciales en cuestién aparecen en las extensiones centrales de EALAs, por lo que
resultara interesante para el trabajo futuro conocer como “descienden”. Este capitulo
tendra un rol importante en [PPS].

4.1 Invariantes por la accién de [' en extensiones
de Galois

Sea S/R una extensién de Galois finita con grupo I' y M un R-mdédulo. T' actia
en S mediante automorfismos, permitiendo definir una accién (no torcida) en M @S
via "(m ® s) = m ® y(s). Cabe mencionar que estamos considerando que I' actia
trivialmente en M. El objetivo de esta seccion es probar que

(M@r S ={reM®rS:"r=xparatodoy €'} =M®gl~M

Para tal fin reescribamos este conjunto mediante isomorfismos que surgen de la teoria
de descenso en el caso de extensiones de Galois.

Como primer paso, vamos a considerar el isomorfismo que resulta de tensorizar el
isomorfismo (2.3.1) con la identidad de M. Luego de componer con el isomorfismo
canonico de productos tensoriales y productos directos, obtenemos el isomorfismo de
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S-algebras.
(4.1.1) M@rSorS M Mag[[5 - [Mers
yerl’ vyerl

Por otro lado, por el Teorema 2.2.8, sabemos que
M~>~M@rR={re M®S:1dep(r) =1d®@p.(z)}

Esto nos permite plantear la sucesién que identifica M con el nicleo de la resta de
las dos flechas.
i Idyr ®p1
0—M~MOGRR—MOQPRS—=ZMQRrSRrS

Idy ®p2

Finalmente, usando la identificacion del producto cartesiano como espacio de fun-
ciones de la siguiente manera (digamos |I'| = r):

HM@RSi){QO:F—)M@)RS}

~yel'
(m1 ® s1,M2 ® S2,...,m; @ 8,) = p tal que p(v;) =m; ® s

tenemos la siguiente sucesion exacta
. q1
a2

donde los ¢; surgen de componer Idy, ®p; con el isomorfismo (4.1.1), y lo que se
obtiene no es otra cosa que

@M ®s) = Prmes  tal que  p1mes(y) =m@(s)
(M ®s) = Pames  tal que  Pames(7) =m®s
Ahora los elementos de M son aquellos en los que coinciden las ¢;, ie.
M~M@rR={reM®5:qx)=q)}
Para analizar invariantes, veamos como se traduce la acciéon de 'en {¢ : I' = M ®zS}

Lema 4.1.1. Se puede definir en {¢ : ' = M ®r S} una accion de ' tal que siT € T’
ype{p:I' > M®grS} entonces

Te)(v) ="(p(r7 oyoT))

N

Vv
accion de ' en M®RS

Esta accion conmuta con cada una de las g;.
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Demostracion. En principio, afirmamos que es accién, porque proviene de componer
la accion en M ®pz S con la conjugacién en I'. Ciertamente conmuta con cada una de
las g;, es decir para i = 1,2 resulta ¢;("m ® s) = "¢;(m ® s), pues
"Ta(m@s)(y) ="((m@s) (7 oyor)) =T(m®@ (17 oy orT)(s))
=m@ (yor)(s) =q(me(s)(7) =a(mas)(7)

Tgp(m @ s)(7) =" ((m@s)(r7 oyor)) =T(m@s) =me7(s)
= q2(m @ 7(s))(7) = g2("m @ 5)(7)
[

Teorema 4.1.2. Sea S/R una extension de Galois de anillos y M un R-mddulo.
Para la accion de ' en M ®g S dada por "(m® s) = m®(s) los invariantes son los
elementos de la forma m ® 1, es decir

(MRS =M®rl~M

Demostracién. Claramente M ®@1 C (M ®gS)'. Para la otra inclusién, consideremos
r=>m;®s; € (McegrS)'. Veamos que x € M ® 1, viendo que ¢;(z) = go(x). Por
un lado,

(@) () = a (Y mi®@s) () =) mi®(s)
Por otro lado,
ga () (7) ="<MERI" g5 (V) ()

__la accién conmuta (@) (7)
="(g(z) (v oy 07))
="(q2(2)(7))

=@ mi®s;)(7))

= V(Zmi ® si)

= Z m; ® y(si)

Por lo tanto, x € M ® 1 y tenemos la igualdad deseada. O]

4.2 Diferenciales de Kahler

Sea k un cuerpo de caracteristica 0 y S/R una extension de Galois de k-algebras
con grupo finito I'. En esta secciéon vamos a estudiar el S-médulo de diferenciales de
Kahler Qg y su relacién con el R-médulo Qg ;. Recordemos brevemente la definicién
y algunas propiedades. Para mas detalles se puede consultar [EGA TV, Ch.0, §20].
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Definicién 4.2.1 (Derivaciones de R en M). Sea R € k-alg y M un R-mdédulo.
Una k-derivacién de R con valores en M es un morfismo k-lineal D : R — M tal que

D(rt) =rD(t) +tD(r)
Denotamos como Dery (R, M) al k-espacio de derivaciones de R con valores en M.

Proposicion 4.2.2. Sea R € k-alg. Existe un R-mddulo Qry y una derivacion
duniv : B — Qpr i que satisfacen la siguiente propiedad universal: para todo R-modulo
M hay un isomorfismo canonico

(421) HOIHR(QRJC,M) >~ Derk(R, M)
dado por la composicion de la derivacion dyi, con cada funcion de Qg — M.

Observacién 4.2.3. La proposicién nos dice que cada k-derivacion d : R — M
se factoriza de manera unica por la derivacién universal, es decir que el siguiente
diagrama conmutativo se puede completar de manera tnica con un R-morfismo de
Q Rk — M.

R—%> M

o] 7

Qrk

Demostracion. La demostracién de la existencia consiste en la construccion de un R-
modulo libre y el cociente con las relaciones deseadas: definimos €2z como el cociente
del R-modulo libre generado por elementos dr para r € R con las relaciones

1. d(r+t) =dr+dt.
2. d(rt) = rdt + tdr.
3. d(\) =0

parar,t € Ry A € k'y duny como el morfismo k-lineal tal que r — dr. Por definicion
es una derivacién R — Qg v para cada f € Hompg(Qry, M), f o duny €s una k-
derivacion.

Para ver que la funcién tal que a cada f € Hompg(Qgx, M) le asigna la derivacién
f o duniv €s un isomorfismo, definamos una inversa: para cada § € Derg(R, M), existe
una funcién fs € Hompg(Qry, M) tal que fs(tdr) = td(r) (para su existencia basta
con definirla en el R-modulo libre considerado anteriormente y verificar que satisface
las relaciones dadas). Resulta inmediato que son inversas entre si, por lo que tenemos
el isomorfismo deseado. m
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Definicién 4.2.4. Qg se denomina Mddulo de Diferenciales de Kdhler de R (relativo
a k). Cuando no sea confuso denotaremos g ) = Qp.

Lema 4.2.5. Sea S € k-alg, I' un grupo de automorfismos de S. Denotando ~y(s) =
7s, existe una unica accion de I' en Qg tal que

T(sdt) ="s dt

Demostracion. Se puede definir la accién en el S-mddulo libre con generadores {ds}ses
y es directo verificar que satisface las relaciones que definen Qg . n

Ahora consideremos una extension de k-algebras o : S — Ry relacionemos (g, =
Qg con Qpri = Qr. Denotemos dsy = dg : S — Qs y dp = dp : R — Qg a las
derivaciones universales. Como dg o a € Derg (R, Qg) podemos aplicar (4.2.1) para
tener un unico morfismo de R-médulos y € Hompg(Qg, Q2g) que hace conmutar el
diagrama

Notemos que 2g es un R-mdédulo via «, por ser S-mddulo. Entonces, segin lo
definido en la Proposicion 4.2.2; y es tal que

rdr(t) — a(r)ds(a(t))

En el caso en que S/R es una extensién de Galois con grupo I, es claro que la accién
de T' definida en el Lema 4.2.5 conmuta con el morfismo x. Recordemos que por
tratarse de una extension de Galois, podemos identificar a R como un subanillo de S
y que los elementos de R son los elementos de S que quedan fijos por la accion de T'.

Lema 4.2.6. Sea S/R una extension de Galois de anillos con grupo I'. El morfismo

de S-mddulos
Qp ®r S > Qg P(w®s) = sx(w)

es isomorfismo y conmuta con la accién de I'.

Demostracion. La demostracion de que @ es isomorfismo puede verse en [EGA IV,
Ch.0, §20 Corolario 20.5.8]. Ciertamente conmuta con la accién, pues

To(w®s) ="(sx(w)) ="Tsx("w) ="sx(w) = P(w®"s) = P (w © 5))

La accién de I' en Qi ®r S es en S, tal como se trabajé en la Seccién 4.1.
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Observacion 4.2.7. Si S/R es extensién de Galois (por lo tanto fielmente playa), el
morfismo Qr — Qr®r S tal que w — w®1 es inyectivo (por la Proposicién 2.2.5). Al
componerlo con el isomorfismo del Lema 4.2.6 obtenemos y, por lo que sera inyectiva.
Esto nos permitira ver Qg — (g.

Teorema 4.2.8. Sea S/R una extension de Galois de anillos con grupo I'.

(a) Los invariantes de la accion de T en Qg son las imagenes por x de los elementos
de QR-

(b) Manteniendo la notacion ds para la derivacion universal S — Qg, los invari-
antes de la accion de I' del submddulo ds(S) son las imdgenes por ds de los elementos

de R, es decir (ds(S))' = ds(R) = x(dr(R)).
Demostracion. (a)

(QS)F :Lema 4.2.6 (QR ®R S)F — Teo 4.1.2 QR ®R 1~ QR

(b) Claramente dg(R) C (ds(S))F. Reciprocamente, si w = Y, \ids(s;) € (ds(9))",
resulta que para todo v € I' se tiene que "w = w. Entonces

w="w=>Y > Nds("s;) = ZAids(szi) = ZAidS(Zw) e ds(R)

~ell 3 yel ~yel' cR

Consideremos ahora los cocientes Qr/dr(R) y Qs/ds(S).

Lema 4.2.9. Eziste una unica accion de T' en Qg/dgS tal que

q/(Sdst) = 78d57t

Demostracion. Como 7(dst) = ds7t € dgS, la accién del Lema 4.2.5 pasa al cociente.
O

Sean 7 : Qr — Qgr/ds(R) y s : Qs — Qg/dg(S) las proyecciones canénicas. El
siguiente paso es relacionar ambos cocientes (a partir de x). Como (wgox)(dg(r)) = 0,
existe un unico morfismo x : Qr/dr(R) — Qs/ds(S) que hace que el diagrama

Qr Qg
TR s
Qp/dp(R) —— Qs /ds(S)

64



conmute. Ademds Y es inyectivo: para w € (p

weKer(Y) ©X@) =0« (rs0x)(w) =0« x(w) € ds(9)
Pero como x(w) = x("w) = "x(w) para todo v € T', resulta que x(w) € (ds(S))F, es
decir w € dr(R). Esto nos permite ver Qr/dr(R) — Qg/ds(95).

Teorema 4.2.10. Sea S/R una extension de Galois con grupo I'. Los invariantes por
la accion de T en Qg/dg(S) definida en el Lema 4.2.9 son los elementos de Qg/dr(R),
es decir

(2s/ds(9))" =~ Qp/dr(R)
Demostracion. Consideremos la sucesién exacta corta
0 — ds(S) — Qs — Qg/ds(S) — 0
Es claro que tomando invariantes tenemos la sucesién exacta
0 — (ds(5))" — ()" — (Qs/ds(5))"

pero la tltima flecha puede no ser sobreyectiva. Consideremos el espacio de coho-
mologia

HYT,ds(S)) = {u:T — ds(S) : e = uy + "(ug)}/~

para la relaciéon u ~ v’ & 3z € dg(S) : Vv €' v}, = —x + u, +7z. Notemos que
corresponde a la Definicién 3.3.1 con notaciéon abeliana. Definamos un morfismo o
que nos dard una sucesion exacta

0 — (ds(S)" — ()" — (Qs/ds(S)" > HN(T, ds(S))

Para T € (s/ds(S))" tomaremos como §(T) la clase en H(T',dgs(S)) del cociclo
u: ' — dg(9) tal que para cada y € I’

S v
Uy = —T+ 'x

Es directo verificar que estd bien definido: en primer lugar, como T € (Qg/ds(S)),
para todo v € I" tenemos que T — T = 0, entonces —x + "z € dg(S). Por otro lado,
si ¥ = 2’ y definimos los respectivos cociclos u y o/, estos serdn cohomélogos, pues
para cada v € I’

o ¥ e WA o/ ¥ =
uy —u, = —zx+"rv+1 -7 = —(r—a')+7(z - 2)
Finalmente vemos que realmente se trata de un cociclo, pues

Uy + U ==+ 724+ (—2+2) = 0+ 72 - "0+ 772 = Uy
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También es directo verificar que la sucesién es exacta: si z € (2g)F, §(T) = 0, pues
x = Yx para todo v € I'. Reciprocamente, si T € Ker(d), el cociclo que define es nulo,
es decir para todo vy € I' —x + 7z = 0, por lo tanto x € (Qg)'.

Ahora bien, es bien sabido que por ser I' finito, H*(T',dg(S)) es un grupo de
torsién (ver [Se, Capitulo 1, §2 Corolario 3]), pero también es un k-espacio vectorial
para k un cuerpo de caracteristica 0, por lo que H*(T',ds(S)) = 0. Por lo tanto

(Qs/ds(S))" =~ (Qs)"/(ds(S))"

Este hecho, en conjunto con el Teorema 4.2.8 nos da el resultado del teorema. [
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Capitulo 5

Descenso de Formas Bilineales
Invariantes

El objetivo de este capitulo es poder describir la naturaleza del espacio de formas
bilineales invariantes de ciertas algebras, dadas por descenso fielmente playo, desde
un marco functorial, con el fin de concluir la existencia y la naturaleza de las formas
invariantes en varios casos de interés.

5.1 Funciones invariantes

Salvo que se mencione otra cosa, k es un anillo conmutativo con 1, R € k-alg, M es
un R-médulo, V' es un k-médulo y B es una R-dlgebra arbitraria (no necesariamente
asociativa, unitaria...), es decir (R, B) € k-ALG. Nuestro objetivo es estudiar las
funciones bilineales invariantes de B x B — V. Empecemos con las definiciones
necesarias.

Definicién 5.1.1 (Funciones (R, k)-bilineales). Una funcién k-bilineal 5 : M x
M — V se dice (R, k)-bilineal si f(rmy, ms) = B(my,rms) se cample para todo m; €
M y todo r € R. Denotamos .,2’(%2 r(M; V) al R-médulo de funciones (R, k)-bilineales
de M x M — V, donde su estructura de R-médulo estd dada por (rf3)(mi,mq) =
B(rmy,my) parar € Ry 3 € (5,”(2}27,6)(]\4; V). Abreviamos ZA(M) = oiﬂ(QR’R)(M; R).

Tenemos el diagrama conmutativo de isomorfismos R-lineales

Homy, (M ®r M, V) - .,?ﬁz’k)(]\/[; V)

~

~ ~

(5.1.1) = =

N z

Homp (M, Homy, (M, V))
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(ver [B:A, II, §4.1]), donde
(x()) (m1,ma) = p(my @ my)
(y()) (m1)(ms) = @(m1 @ my)

(z(1)) (m1,ma) = (¥(ma)) (m2)
para ¢ € Homg(M ®p M, V) y para ¢ € Hompg (M, Homy, (M, V))

Decimos que 3 € éfé_—ijk)(M ; k) es no degenerada (respectivamente no singular) si
z7Y(B) € Homp(M, M*), M* = Homy (M, k), es inyectiva (respectivamente biyectiva).
Es decir, § € oiﬁ%,k)(M; k) es no degenerada si y solo si 3(b, M) = 0 implica que b = 0.
Por la asimetria en la definicion, técnicamente deberiamos hablar de no degenerada o
no singular “a izquierda” o “a derecha”, pero no serda importante en nuestro caso, ya
que centraremos nuestro interés en formas bilineales invariantes en dlgebras perfectas,
que son simétricas. Si k es un cuerpo y B es de dimension finita, obviamente una
forma es no degenerada si y solo si es no singular, pues en espacios vectoriales de
dimensién finita una tranformacion lineal z71(3) : B — B* es inyectiva si y solo si es
biyectiva.

Definicién 5.1.2 (Funciones Invariantes). Decimos que § € ciﬂ(QR w(B:; V) es in-
variante si para todo a,b,c € B

ﬁ(ab7 C) = 5(017 bc) = 6([)7 Ca)

Llamemos IBF g (B;V) al conjunto de todas las funciones invariantes (R, k)-
bilineales B x B — V. Es un submédulo del R-médulo ,,2”(21%’,{)(3 ; V). Los siguientes
casos seran de nuestro particular interés:

IBF(B; V) : = IBF41)(B; V),
IBF (g )(B) : = IBF (gx)(B; k),
IBF(B) : = IBF4(B; k) = IBF 1,1, (B).

Llamamos formas k-bilineales invariantes a los elementos de IBF(B) y serd de par-
ticular interés el caso k = R de las formas R-bilineales invariantes en B.

Observacién 5.1.3. Tal como comentamos anteriormente, si B es perfecta (B =
BB), toda forma bilineal invariante es simétrica: ((ab,c) = [(b,ca) = [B(bc,a) =
B(c,ab). Es més, cualquier forma k-bilineal es (R, k)-bilineal, es decir: si B es perfecta
tenemos

IBF)(B; V) = IBF (g (B; V)
porque ﬁ(r(ab), c) = ﬁ(a(rb), c) = 6(@, (Tb)c) = 6(@, b(rc)) = ﬁ(ab, rc).
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Definicién 5.1.4 (Funcién invariante Universal). Sea IBFg(B) el cociente del
R-médulo B ®g B por el submédulo
ibfp(B) = Spang{ab®@c—a®bc, ab@c—b®ca : a,b,c € B}
= Spanz{ab®@c—a®bc, ab@c—b®ca: a,b,c € B}
= Spang{ab®@c—a®bc, a@bc—bc®a: a,b,c € B},
donde la ultima igualdad se sigue de a®bc—bc®a = (a®@bc—ab®c)+(ab@c—bRca)+
(b®ca—bec®a)y ab@c—b®ca = (ab®c—a®bc)+ (a®@bc—be®a)+ (be@a—b&ca).
Si denotamos ip : ibfg(B) — B ®g B a la inclusién y ¢p a la proyeccién candnica

al cociente
qB2B®RB—>IBFR(B>, a®br—>a®b,

tenemos una sucesion exacta de R-moédulos
(5.1.2) 0 — ibfr(B) 2 B®g B 22 IBFR(B) — 0.
Definamos ahora una funciéon R-bilineal invariante

Buni : Bx B — IBFg(B), Buni(a,b) =a®b,

que llamaremos funcion R-bilineal invariante universal. Es universal en el sentido
que tenemos el isomorfismo natural de R-mddulos

(5.1.3) Homy (IBF(B), V) = IBF (4 (B; V), fr f = f0 funi-

Su inversa es

(5.1.4) IBF (1) (B; V) = Hom(IBFg(B),V), B+

que a cada 3 € IBF (g (B, V) le asigna el tinico morfismo k-lineal

(5.1.5) B:IBFR(B) —V talque fB(a®b)=p(a,b).

Es fdcil verificar que son inversas entre si, pues para todo § € IBF( rk)(B; V), resulta
que B o By = (. El isomorfismo (5.1.3) indica que el functor IBF(B; —) : k-mod —
R-mod esta representado por IBFg(B).

Es de nuestro interés caracterizar IBF gy (B; V) y una de las formas de hacerlo
serd a través de algun elemento de IBFg(B), con el siguiente principio:

Principio-IBF 5.1.5. Sea B una R-dlgebra para R € k-alg. Supongamos que existe
B € IBFR(B) tal que el morfismo inducido 3 : IBFr(B) — R, by ® by — B(by,by) es
un isomorfismo de R-mddulos (ver (5.1.5)). Entonces para cualquier k-médulo V' el
morfismo

Homy(R,V) — IBF (g (B;V), ¢+ pof

es un isomorfismo de R-mdédulos. En particular,
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a) El morfismo R* = Homg (R, k) — IBF (g 1) (B), ¢ — @ o 3 es un isomorfismo.
(R,k)
(b) Cada p € IBFg(B) es de la forma p = 8 para un tnico r € R.

Demostracion. Si existe 3 € IBFr(B) tal que 8 : IBFz(B) — R es un isomorfismo
de R-modulos, entonces se tiene el isomorfismo

Homy, (R, V) — Hom,(IBFg(B),V) ¢ pof.

Componiendo con (5.1.3) y considerando nuevamente que 3 = (3 o B, obtenemos
el isomorfismo deseado. Para (a) simplemente tomamos V' = k. Para (b) tomamos
k= R =V y componemos con el isomorfismo de R-médulos R ~ Hompg(R, R). Asi
obtenemos un isomorfismo de R-médulos R — IBFg(B) tal que 7 +— 7 . O

Diremos que (B, (3) satisface el Principio-IBF si se cumple la hipétesis (y por lo
tanto la tesis) de 5.1.5. En ese caso tendremos una descripcion explicita de todas las
funciones invariantes (R, k)-bilineales en B.

Otra forma de estudiar las funciones bilineales invariantes es mediante el concepto
de Centroide definido en la Seccion 2.4. Nos dara una herramienta para caracterizar
el médulo IBF (g ) (B) y en particular, cuando el dlgebra B sea central, IBF g1 (B)
serd un R-médulo libre de rango 1.

Lema 5.1.6 (Relacién entre funciones Bilineales Invariantes y el Centroide).
La restriccion del isomorfismo z de (5.1.1) a Ctdg (B, Homy(B,V)) induce un iso-
morfismo R-lineal Ctdg(B, Homy(B,V)) ~ IBF (g x)(B; V). En particular,

(5.1.6) Ctdgr(B, B*) ~ IBF (g 1)(B).
Demostracion. Basta probar que dado x € Homp (B, Homy (B, V))

x € Ctdr(B,Hom(B,V)) < z(x) € IBF (g u)(B;V)
Ahora bien,

X € Ctdg(B, Hom(B,V)) < x(b1b2)(bs) = (b1 - x(b2))(bs) = (x(b1) - b2)(bs)
para todo by, by, b3 € B

& X(b1b2)(b3) = x(b2)(b3b1) = x(b1)(b2b3)
para todo by, by, b3 € B

& 2(x)(biba, b3) = z(x) (b2, b3b1) = z(x)(b1, b2bs3)
para todo by, by, b3 € B
= Z(X) € IBF(RVk)(B; V)
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Corolario 5.1.7. Sea 8 € IBF (g ) (B) no singular. Entonces
Ctdgr(B) ~ IBF (g 1) (B) (isomorfismo de R-mddulos).

St ademds B es una R-dlgebra central, entonces IBF g1y (B) es un R-mddulo libre de
rango 1 que admite como base a (3, es decir

IBF () (B) = R3 ~ R,

Demostracion. Por hipétesis x5 = z71(8) € Ctdr(B, B*) es un isomorfismo de R-
médulos, que induce un isomorfismo Ctdg(B, B*) >~ Ctdg(B, Beg) = Ctdg(B) dado
por x € Ctdr(B) — xpo x € Ctdg(B,B*). Ciertamente es un isomorfismo de
Homp (B, Byeg) @ Hompg(B, B*) y cumple que x € Ctdg(B) < xgo x € Ctdr(B, B*).
Componiendo con el morfismo (5.1.6), se tiene que IBF g (B) ~ Ctdg(B, B*) ~
Ctdgr(B). Si ademds R es central, completamos con Ctdg(B) ~ R. En este caso, via

los isomorfismos mencionados tenemos que 1 +— Idg — x5 =z *(3) — [. Como 1
es una base de R, 3 es una base de IBF (g )(B). ]

5.2 Naturaleza functorial de IBF

Al igual que en las secciones anteriores, k£ es un anillo conmutativo con 1 y
R € k-alg. En esta seccion describiremos la naturaleza functorial de IBF y su
comportamiento por cambio de base.

Sea (a, f) : (R, M) — (S, N) un morfismo en k--MOD (ver 3.6.1) -i.e.,a: R — S
es un morfismo en k-alg y f : M — N es a-semilineal - y sea V' un k-modulo.
Entonces para cualquier x € ciﬁ%’k)(N ; V) el morfismo

Jf k) M xM—=V, (m,mg)— /ﬂ(f(ml%f(mz))
es (R, k)-bilineal. De esta manera obtenemos un morfismo k-lineal
fr iﬂ(?%)(N§ V) — °%(2R,k)(M§ V), K (k).

Si(08,9):(S,N)— (T, P) es otro morfismo en k-MOD, es inmediato que (go f)* =
f* o g*. Con una definicién andloga para (a, f) : (R, A) — (S,B) un morfismo
en k-ALG, también es inmediato que si kK € IBF(g)(B,V), resulta que f*(x) €
IBF () (A, V)

Lema 5.2.1. Sea («a, f) : (R,M) — (S,N) un morfismo en k-MOD tal que f :
M — N es isomorfismo y sea V un k-mddulo. Entonces si k € ,?fs,k)(]\f; V) es no
singular (respectivamente no degenerada) f*(k) es no singular (respectivamente no
degenerada).
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Demostracién. Veamos primero que si z~!(x) € Homg (N, Homy (N, V) es inyectiva,
entonces Z_l(f*(li)) € Homp (M, Homy, (M, V)) lo es. Para x,2’ € M, supongamos
que z'(f*(x))(z) = z7'(f*(k)) (z). Entonces para cualquier y € M tenemos que

2 (f*(5) (2)(y) =2 (f"(r)) (=) (y) & ( (), y) = (f(8) (', y)
K(f (@) f(y) = (£ (@), f(y) & 2 (R (F@)) () =2 (=) (f(@)(f ()

Ahora bien, f es isomorfismo, as{ que N = f(M), por lo que resulta z~!(x)(f(z)) =
z7'(k)(f(2')). Como z7!(k) es inyectiva tenemos que f(z) = f(z'), y por ser f
inyectiva es que = = .

Ahora veamos que si z7'(k) € Homg (N, Homy (N, V)) es sobreyectiva, entonces
z7'(f*(rk)) € Homp (M,Homy(M,V)) lo es. Sea ¢ € Homy(M,V). Al ser f un
isomorfismo k-lineal, tenemos ¢ o f~! € Homy (N, V). Como z (k) es sobreyectiva,
existe un y € N tal que z7!(k)(y) = ¢ o f~'. Entonces z7(f*(x))(z) = ¢ para
r = f~1(y), porque para cualquier w € M

27 (f* (1)) (2)(w) = (f*(8)) (@, w) = K(f(2), f(w)) = £y, f(w)) =2 (k) (y) (f(w))
= o fTH(f(w)) = p(w)
O

Definicién 5.2.2 (Cambio de Base). Sea k : M x M — R una R-forma bilineal y
sea o : R — S un morfismo en k-alg. Existe una tnica forma S-bilineal

Ko :M®ySXM®,S— S
que cumple
Ko (my ® s1,ms ® s2) = a(k(ma, ms))s18

Si « se sobreentiende, lo denotamos simplemente kg y decimos que es el cambio de

base de k por S. En ese caso tenemos kg(m; ® s1, mg ® S9) = K(my, my)s1Ss.
El cambio de base también se entiende en términos del isomorfismo

x : Homp(M ®g M, R) = ZL2(M)

de (5.1.1). Si consideramos x (k) = & : M @zr M — R, el morfismo R-lineal asoci-
ado a k, podemos obtener x !(kg) = kg componiendo & @ Idg con los isomorfismos
canonicos de S-modulos que se ven en el siguiente diagrama

(5.2.1) (M ®rS)®s (Mo S) —=2—~g

-| lg

(M ®r M)®g S R®RrS

rRldg
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Lema 5.2.3. (a) (Transitividad del cambio de base) Sean k € L2(M), R = S S
morfismos en k-alg, y (1 (M ®,5) @31 — M Rpoa T, Mm@ s@t+—m® (ﬁ(s))t el
1somorfismo canonico de T-mddulos. Entonces

(5.2.2) C*Kjgoa = (/ia)g.

(b) Sean M y N R-mddulos, N\ € ZLE(N), f: M — N un morfismo R-lineal y
a: R — S un morfismo en k-alg. Entonces

(5.2.3) (f* V), = (f ®1dg)*(Aa)-

(c) Sean k,k' € ZLE(M). Entonces k = K’ si y solo si ks = Ky para alguna
extension fielmente playa S € R-alg.

(d) Supongamos que M es finitamente presentado, y sean k € L3(M) y S € R-alg
tal que S es un R-mddulo playo. Si k es no degenerada (resp. no singular), entonces
ks es no degenerada (resp. no singular). La reciproca vale en ambos casos si S/R es
una extension fielmente playa.

Demostracion. La demostracion de (a) se sigue directamente de las definiciones:

CRpoa(M@s@t,m @8 @t") = Kgoa(((M@ s 1), (M @ @1))
— oa(m ® B(s)t, m B(s')1)
= (B o a)(k(m,m’))3(s)B(s")tt’
= f(ka(m ® s,m' @ s))tt’
= (ka)p(m@s®@t,m @s @t

Lo mismo ocurre con (b):

A(f(m), f(m')))ss’

= Aa(f(m) ® s, f(m') @ s')
A((f@Id)(m @ s), (f @ Id)(m' ® 5'))

= (f@ld)"(Aa)(m®s,m @ s)

Para (c) una implicacién es trivial, con R = S. Reciprocamente, supongamos que
para cierta extensién fielmente playa S/ R se cumple kg = k', entonces, siguiendo con
la notacién de la Definicién 5.2.2, kg = K. Por (5.2.1) resulta k ® Idg = k' ® Idg.
Pero como S/ R es fielmente playa resulta Kk = k" y por lo tanto k = £’. Para (d), como
M es finitamente presentado y S es un R-moédulo playo, el morfismo canénico de la
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Proposicién 2.1.2, w : Homg(M, R) ®g S — Homg(M ®g S, 5), es un isomorfismo.
Recordando la funcién z7*(x) : M — Hompg(M, R) de (5.1.1), resulta que el diagrama

271 (k)®lds

M@RS HomR(M,R) ®RS

27 (ks) /

HomS(M ®R S, S)
es conmutativo, pues

(wo (27 (k) © 1de))(m @ 8)) (m' ® ) = (w(z " (x)(m) @ ) (m' @ )

ss' = kg(m®s,m @)

Si ahora # es no degenerada (resp. no singular), es decir z7!(x) inyectiva (resp. biyec-
tiva), por ser S un R-mdédulo playo, también lo serd z7! (k) @ Idg. Como w es biyectiva
y el diagrama es conmutativo, resulta que z71(kg) es inyectiva (resp. biyectiva), es
decir kg es no degenerada (resp. no singular) . Y en el caso de una extension fielmente
playa, vale la reciproca. O

Observacién 5.2.4. Se sigue directamente de la definicion que si k € IBFg(B)
entonces kg € IBFg(B). Del Lema 5.2.3 (c) se sigue ademéds que en el caso en que
S/R es fielmente playa vale la reciproca, pues si consideramos para cada b € B las
formas bilineales

v Bx B— R tal que ,k(a,c) = k(ab,c)

Kpy: BxB— R talque ky(a,c) = k(a,bc)

resultard que (yk)s = (Kp)s, por lo que yx = K}, para todo b € B.

Proposicién 5.2.5 (IBF e ibf vistos como functores). (a) Sea (o, f) : (R, B) —
(S, C) un morfismo en k-ALG. EIl morfismo

f®f:BRrB—C®sC, b &by f(b))® f(ba)
es a-semilineal y aplica ibfr(B) en ibfg(C), definiendo una funcion restringida que

denotaremos ibf,(f) : ibfr(B) — ibfg(C). También estd bien definida IBF,(f) :
IBFR(B) — IBFs(C), el morfismo inducido en los cocientes.
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(b) La asignacion
(R,B) — (R,IBFg(B)) y (a,f)+ (o, IBF,(f))

define un functor IBF : k-ALG — k-MOD sobre k-alg que es estable por cambio
de base en el sentido de la Definicion 3.6.5.

(¢) La asignacion
(R,B) — (R,ibfg(B)) y (a, f)— (a,ibfa(f))

define un functor ibf : k-ALG — k-MOD sobre k-alg que es estable por cambio de
base en el caso en que la extension es playa.

Demostracion. La demostracién de (a) es directa por la definicién de ibf. Veamos (b)
y (c) al mismo tiempo. Es directo por definicién que IBF y ibf son functores sobre
k-alg. Ya vimos en el Ejemplo 3.6.6 que B +— B ®g By (a, f) — (a, f @ f) define
un functor sobre k-alg que es estable por cambio de base. Recordemos que para un
morfismo « : R — S, tenemos el isomorfismo

VB@Z(B@RB)®RS—>(B@RS)@S(B@RS), b1®bz®8|—>bl®13®b2®8.

En lo siguiente abreviamos v = vp,. Trabajando la idea de cambio de base en el
functor IBF lo que tenemos es un morfismo

V= 173706 . IBFR(B) Ra S — IBFs(B Ra S) bl X b2 X S+ bl X 1R X bQ X s.
Asi obtenemos el diagrama con filas exactas

iB®IdS QB®IdS
_— _—

0L = ibfr(B) ®r S (B®gr B) ®r S IBFR(B) ®r S —0

o lv

d(B®RS)

0——=ibfs(B®p S) 2 (B g S) ®s (B g S) —LIBFg(B @5 S) — 0

donde la fila de arriba se obtiene de tensorizar (5.1.2) con S y la de abajo es (5.1.2)
para B®pg S. Con las hipdtesis de (c), es decir si S/R es playa, ip ® Idg es inyectiva.
Esto se muestra con una linea punteada en la parte superior izquierda del diagrama.
Veamos que v aplica el S-submédulo (i ®Idg)(ibfgr(B) ®g S) de (B®g B) ® S sobre
ibfs(B®rS) C (BRrS)®s (B®rS), pues (ip ®Idg)(ibf g(B) @r S) esta generado
sobre S por elementos del tipo

(abRc)@1lg—(a®@bc)®1lg, (aAbRc)®1lg— (bR ca)® lg
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con a,b,c € B. El isomorfismo v lo aplica al conjunto generado por
(ab® 15) ®S <C® 15) - (CL@ ls) ®S (bC® 13), (ab® 15) @5 (C® 15) - (b® 15) ®S (CCL@ 15)

en el S-médulo ibfg(B ®pg S). Ahora bien: todo ibfg(B ®pg S) estd generado sobre S
por elementos del tipo

((a®51)(b® s9)) Qs (c® s3) — (a® 1) @5 ((b®@ 52)(c ® s3))
= (ab® $182) Rg (¢ ® s3) — (A ® 51) Vs (be @ $283)

= (a®1g) Vs (c ® 515953) — (a @ 51) Ry (bc @ 515953)

= ((ab®15) ®s (c® 15) — (a ® 1g) @s (bc @ 15)) 515253

y por

((a ® s1)(b® 32)) Rs (c®s3) — (b® s2) Vg ((c ® s3)(a ® 31))
- ((ab ®1s) ®s (c®1g) — (b® 1g) @5 (ca® 15))818283.

Asi que estd generado por elementos

(ab® 1) ®s (c®1s) — (a® 1) ®s (be® 1) =v((ab® c — a ® be) @ 1g)

(ab®@15) ®s (c®1g) — (b® 1s) ®s (ca® 1g) =v((ab®@ ¢ — b @ ca) @ 15)

Por lo tanto la restriccién de v induce un isomorfismo de S-médulos entre (ip ®
Idg)(ibfg(B) ®r S) v ibfs(B ®pg S). Es directo de la definicién de v y 7 que la parte
derecha del diagrama es conmutativa, por lo que, mediante la técnica de “diagram
chasing”, se ve que 7 es un isomorfismo y en el caso que S sea un R-médulo playo,
la linea punteada vertical también lo sera.

O

Corolario 5.2.6. Sea A una k-dlgebra y B una S/R-forma de A @y R, siendo u €
Aut(A)(S") el cociclo que determina B. Si denotamos por v : IBFy(A) ®; S” —
IBF s/ (A®,S") el isomorfismo (3.6.3) para F' = IBF, tenemos que IBFg(B) es una
S/R-forma de IBF(A ®x R) que es isomorfa como R-mddulo al dado por el cociclo
v 1o IBF(u)ov.

Demostracion. Como en la Proposicion 5.2.5 vimos que IBF es un functor sobre
k-alg, el resultado surge de aplicar directamente el Teorema 3.6.7 a ' = IBF. O]

Observacion 5.2.7. Si en el corolario anterior tomamos k£ = R, tenemos el resultado
aplicado a una R-algebra arbitraria A.
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Lema 5.2.8. Sea B una R-dlgebra, € IBFg(B) y S € R-alg.

(a) Si denotamos por v : IBFg(B) ®r S — IBFs(B ®g S) el isomorfismo (3.6.3)
para F'=1BF, 3 : IBFr(B) — R y (8s) los morfismos (5.1.5) asociados a las formas
bilineales B y Bg, tenemos que, luego de identificar R@r S =S, f®Ids = (Bs)ov :

IBFx(B) 9r S"2 Ry §

-

IBF(B @5 S)

(b) Supongamos que ademds B es playo como R-mddulo. Si (B,[3) cumple el
Principio-IBF 5.1.5, entonces también lo cumple (Bg, Bs). Y la reciproca es cierta si
S/R es una extension fielmente playa.

Demostracion. La parte (a) es immediata de las definiciones:

(Bsov)(b@V ®s)

Bs(b@1s @V ® s)
Bs(b®@ 15,0 @ 5) = B(b,V)s < B(b,b)® s
BbeV)®s=(Bxlds)(b®V ® s)

Para (b), si 3 es un isomorfismo, por ser una extensién playa, también lo es 3 ® Ids.
De (a) sabemos entonces que g lo es. Y en el caso de extensiones fielmente playas,
vale la reciproca. O

5.3 Descenso de formas bilineales

En esta seccion estudiaremos el descenso de formas bilineales cuando A es una
k-dlgebra y B es una S/R-forma torcida de A ®j R. Especificamente pediremos

A es una k-algebra;

(5.3.1) R € k-alg es tal que R es un k-moédulo playo;
o S € R-alg es tal que S/R es una extensién fielmente playa;

B es una R-algebra que es una S/R-forma torcida de A ®; R.

Nos interesa conocer completamente todas las formas k-bilineales en B. En prin-
cipio tendremos las formas k-bilineales B x B — R, pero con ayuda del Principio-
IBF 5.1.5 y del Lema 5.2.8 tendremos caracterizado IBF g ) (B; V') para cualquier V.
Nuestro interés estard en V' = k, motivado por la teoria de Lie de dimensién infinita.

Supongamos que tenemos x una forma k-bilineal en A. Siguiendo la Definicién
3.6.2, construimos kg € Z2(A ®; S). Via el isomorfismo 6 podemos considerar
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0*(ks) € ZL2(B ®r S). Nos preguntamos si tenemos definida de alguna manera
natural una forma R-bilineal kg en B tal que, mediante el cambio de base S/R,
se verifique (kp)s = 0*(kg). Veremos que esto es posible si suponemos que k es
invariante por automorfismos de algebras. Definamos mejor este concepto:

Definicién 5.3.1 (Invariancia por Automorfismos). Recordemos Aut(B), el
functor definido en la seccién 2.5. Decimos que 3 € £3(B) es Aut(B)-invariante si
f*(Bs) = Bs para toda S € R-alg y toda f € Aut(B)(S). Recordemos una vez mas
que f*(Bs)(b1 @ s1,b2 @ s3) = Bs(f(b1 @ s1), f(b2 ® 52)). Es decir que § es Aut(B)-
invariante si y solo si s es Autg(B ®p S)-invariante (en el sentido usual) para toda
S € R-alg.

La invariancia por automorfismos se comporta bien respecto del cambio de base
y del descenso fielmente playo:

Lema 5.3.2. Sea B una R-dlgebra, 8 € £A(B) y S € R-alg. Si 8 es Aut(B)-
invariante, entonces s es Aut(B ®pg S)-invariante. Y wvale la reciproca si S/R es
fielmente playa.

Demostracion. Empezamos con una observacién general:
(I) Si T es una extensién de S, el isomorfismo candnico de T-édlgebras

(:(BRrS)®sT — B®grT
del Lemma 5.2.3(a) induce un isomorfismo de grupos
Auty (B®r S)®sT) = Autr(B®@rT), f+(ofol™!

(viendo T' como objeto en R-alg del modo obvio). Como (Cil)*«ﬂS)T) = [y por
(5.2.2), se sigue que (Bs)r es Auty ((B ®@r S) ®g T)-invariante si y solo si Or es
Auty(B ®@g T)-invariante.

Es inmediato de (I) que si § es Aut(B)-invariante, s es Aut(B ® S)-invariante,
pues esto tltimo consiste en verificar que para cualquier T, (8s)r es Auty ((B QR
S) ®g T')-invariante.

Supongamos ahora que S/R es fielmente playa y g es Aut(B ®p S)-invariante.
Para probar que  es Aut(B)-invariante, sea U € R-alg y f € Aut(B)(U). Bus-
camos ver que f*(By) = fy. Por el Lema 5.2.3(c), bastard hallar una extensiéon 7'/U
fielmente playa en la cual (f*(6v)), = (Bu)r € LZ((B®rU)®yT). Notemos que la
extension T'= S ®g U de U es fielmente playa, pues S/R lo es. (Ver [B:AC, Capitulo
I, §3.2 Proposicién 4]). Como (g es Aut(B ®p S)-invariante, resulta para cualquier
extensién (en particular para T), que (Bs)r es Autr(B®gS®gT)-invariante. Por (I),
Br es Auty(B ®g T)-invariante. Aplicando otra vez (I) (ahora la reciproca), con el
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isomorfismo (' : (BRrU)®@yT — BRgrT, tenemos que (y)r es Autr(BRgrU @y T)-
invariante, por lo que (f @ Id7)*((8v)r) = (Bu)r. Pero recordando (5.2.3) tenemos
que (f* (ﬁU))T = (f ® Id)*((Bv)r), lo que completa la demostracién de la igualdad

(f*(Bv)) ;= (Bu)r O

Teorema 5.3.3 (Descenso de formas Aut-invariantes). Supongamos que esta-
mos en la situacion de descenso (5.3.1) planteada al principio de la seccion: A es
una k-dlgebra, R € k-alg es playo, B es una R-dlgebra que es una forma torcida de
A®y R. Sea k € Z2(A) una forma bilineal Aut(A)-invariante.

(a) Eziste una unica forma R-bilineal kg € ZL{(B) tal que (kp)s = 0*(ks) para S/R
fielmente playa y 0 : B ®r S — A ®y S isomorfismo de S-dlgebras. Ademds
resulta kg Aut(B)-invariante.

(b) Si K es invariante, entonces también lo es kg.

(c) Si A es finitamente presentada y k es no degenerada (resp. no singular), en-
tonces también lo es kg.

Demostracion. (a) Fijemos S y 6 como en (a). Sea o : R — S el morfismo de
estructura y kg el cambio de base de x en S. Antes de continuar observemos que

(5.3.2) Sif:S — T es un morfismo en k-alg, entonces (Ida ®3)*(kr) = 0 Kg.
pues para todo xz, 2’ € A y todo s,s" € S tenemos que

KT((IdA ®08)(r ® s), (Ids ®0) (2’ ® s/)) = K7 (x ® B(s), ' @ ﬁ(s'))
— w(z, #)B(8)8(5) = Bl 2)55)
= B(rs(z @ s,2' ® 5"))

Empecemos por mostrar la existencia de una forma R-bilineal x% € Z2(B) que
cumple (k%)s = 0*(ks). La notacién % indica que, en principio, esa forma podria
depender de 6 (y también de S). De acuerdo con lo visto en el Teorema 3.2.5 el
cociclo correspondiente al isomorfismo de S-algebras ' es u = 6, 0 ;' y tenemos
que

(5.3.3) 0(B®1)={z e A S:u((Ids@p1)(z)) = (Ids @p2)(2)}.

Si identificamos B C B ®g S via b — b ® 1 veremos que la restriccion de 6*(kg) a
B x B, que a priori toma valores en S, realmente toma valores en R. Es decir, para
bt € By z=0(b),2 =0(V) € A®; S tenemos que 0*(kg)(b,b') = ks(z,2’) € R.

79



Por el Teorema 2.2.8 debemos ver que p; (6% (kg)(b, 1)) = p2(6*(ks)(b,V)). Teniendo
en mente (5.3.2), (5.3.3) y la invariancia por automorfismos de kg~, vemos que

p1 (0 (k) (0,0)) = p1(ks(z, ")) = ksr ((Ida @p1)(x), (Ida @p1)(a”))
= Kgn (U((IdA ®p1)(x)), u((Ida ®p1)(x’))>
= kg ((Ida ©p2)(x), (Ida ®ps)(2"))
= p2(rs(z,2")) = pa2 (6" (ks)(b,1)).

Asf es que la restriccién de % de 6*(ks) a B es una forma R-bilineal en B. Por
definicién y considerando que kg y @ son S-lineales tenemos que (k%)s = 0*(ks),
pues

(K%)s(b® 5,0 @) = k% (b,V)ss' = kg(A(b @ 1),0(0 @ 1))ss’
=ks(0(b®s),0(t) @ ")) =0"(ks)(b® s, ® &)

Lo siguiente que debemos hacer es ver que k% no depende del isomorfismo 6 y de

S. Para eso supongamos que ahora tenemos otra extensién fielmente playa U/R con
morfismo de estructura o : R — U, y con un isomorfismo ¢’ : BQr U — A®, U
de U-algebras. Por lo visto recién, tenemos una forma R-bilineal mg que cumple que
(k%) = (0")*(ky), debemos ver que k% = kf%. Para ver esto, usaremos otra vez el
Lema 5.2.3(c). Consideramos el algebra T' = S @z U que podemos ver como S- y
como U-dalgebra, con morfismos de estructura que llamamos ( y (' respectivamente.
Denotemos momentaneamente por p : k — R el morfismo de estructura opj de R.

Tenemos el diagrama conmutativo

S
7N
E—2>~R T
N
U

Notemos que T es fielmente playo sobre S, U y R. (Aplicando [B:AC, Capitulo I,
§3.2 Proposicién 4 y 7))

Sea £ 1 (A ®aop S) ®3 T — A ®@gogop T = A @y T el isomorfismo candnico de
T-&lgebras, v definamos 0 : A ®Boacp I — B ®poq T como la composicién

(A®Id)~1

0: A@ponop T — (A ®gop S) @5 T (B®aS) @ T > B®goaT .
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Entonces 6* aplica (k%) goa € -Z2(B ®poa T') sobre una forma bilineal en .Z2(A®, T).
De hecho,

0" ((KB)poa) = (Co (07 @1d) 0 €71 ((K)s0a) = (€77 0 (07 @ 1d)" 0 (%) (W) 50a)
522) (5_1* (9—1 ® Id)*) ((( 9 )a ,6’) _ (5—1* o (9—1 ® Id)*>((0*ﬁaop>ﬁ)
523) (5—1* (9—1 ® Id)* o ( ® Id)*) ((K'aop)ﬁ) _ 5—1* ((K'ozop)ﬁ)

(5.2.2)
=  KRBoaop = K-

)
)

Si ahora definimos analogamente 0 :Ax, T — BgrooT, reemplazando 6 ® Id por
¢’ ® 1d, por simetria tenemos (6'*)(k%)goar = fir. Como k es Aut(A)-invariante, ry
es Auty(A ®;, T)-invariante. Como 67! o ' € Aut(A)(T), tenemos que

(Kp)groa = ()7 *(kr) = 07 (k1) = (KB) o0

/ . .
entonces por Lema 5.2.3(c) tenemos x% = k%, lo que nos permite definir kp = k%.

Finalmente, veamos que kg es Aut(B)-invariante, aplicando el Lema 5.3.2: por
hipétesis k es Aut(A)-invariante = kg es Aut(A ® S)-invariante = 0*(kg) =
(kB)s es Aut(B ®, S)-invariante = kp es Aut(B)-invariante.

(b) K es invariante, entonces por la Observacién 5.2.4, kg lo es y por lo tanto
también 6*(kg) = (kp)s. Como S/R es fielmente playa, la Observacién 5.2.4 indica
que kp es invariante.

(c) Como k es no degenerada (respectivamente no singular), A es finitamente
presentada y R/k es playo, el Lema 5.2.3(d) implica que kg es no degenerada (respec-
tivamente no singular). Ahora por el Lema 5.2.1, 0*(ks) = (kp) lo es. Ser finitamente
presentado es una propiedad invariante por cambio de base y por descenso fielmente
playo (Ver [B:AC, Capitulo I, §3.6 Proposicién 11]), por lo que B lo es. Ahora por
ser S/R fielmente playa, una nueva aplicacién del Lema 5.2.3(d) prueba que kg es no
degenerada (respectivamente no singular). O

Corolario 5.3.4. Sea B una S/R-forma de A @y R tal como se planted en (5.3.1).
Supongamos ademds que A es finitamente presentada como k-modulo y que Kk €
IBF.(A) es Aut(A)-invariante. Sea kg la forma R-bilineal en B asociada a k segin
el Teorema 5.3.3. Si (A, k) cumple el Principio-IBF, entonces (B,kg) también lo
cumple.

Demostracion. Por descenso fielmente playo, R : IBFg(B) — R serd un isomorfismo
en cuanto verifiquemos que (Kg) ® Idg lo es. Por el Lema 5.2.8(a) aplicado a = kp
tenemos que (k) ® Idg = (kp)s o v, donde v es un isomorfismo, por lo que solo
debemos probar que (kp)s es un isomorfismo. Primero vemos que 6*(kg) = Kg o
IBF(0): sean b,b' € By s,s' € S
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(FsoIBF(9))(b®@s @V ® ) =Fs(0(b@s) @ () ® ')
=rs(0(b® s),0(V ® s))
=0"(ks)(b® 5,0 ®5)=0"(rks) (bR sV @ &)

Como 6 es un isomorfismo, por functorialidad de IBF, resulta que IBF(6) también
lo es. Aplicando el Lema 5.2.8(b) a k, resulta que también g es un isomorfismo, por

lo que 0*(ks) = g o IBF() es un isomorfismo. Recordemos que segun el teorema,

(kB)s = 0*(ks), por lo que (kp)g es un isomorfismo y eso completa la demostracion.
[
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Capitulo 6

Aplicaciones

En este capitulo aplicaremos los resultados vistos anteriormente a las algebras de
Lie y a otros tipos de dlgebras. El principal ejemplo de interés es el caso en que
A = g es una k—élgebra de Lie semisimple de dimensién finita sobre un cuerpo k de
caracteristica 0 y B es una forma torcida de g ®; R. En principio sigamos trabajando
con k anillo conmutativo con identidad y R € k-alg. Si f es un endomorfismo de un
R-modulo finitamente generado y proyectivo, denotamos tr(f) su traza. Para més
detalles acerca de la traza de un endomorfismo ver [B:A, II, §4.3]

6.1 Algebras de Lie

Empecemos tratando la forma de Killing de un algebra de Lie £, definida como
k(l, ) = tr ((adly) o (adly)) para l; € L.

Proposiciéon 6.1.1. Sea £ una R-dlgebra de Lie, que es finitamente generada y
proyectiva como R-mddulo. Entonces la forma de Killing k de L es una forma R-
bilineal que es invariante y Aut(L)-invariante. Y para cualquier S € R-alg, el
cambio de base kg es la forma de Killing del dlgebra de Lie L ®pg S.

Demostracion. La demostracion es directa considerando la propiedad de la traza de
endomorfismos tr(f o g) = tr(go f) (ver [B:A, II, §4.3 Proposicién 3|), que implica la
propiedad ciclica: tr(fogoh) = tr(ho fog) =tr(goho f). Como la forma de Killing
es simétrica, para verificar que es invariante basta ver que para todo x,y,z € L se
cumple que x([z,y],2) = k(z, [y, z]). Ahora bien,
k([z,y], 2) = tr(ad[z,y] o adz) = tr((adz o ady — ady o adz) o adz)
= tr((adx o ady o adz) — tr(ady o adz o adz)
= tr((adz o ady o adz) — tr(adx o adz o ady)

= tr((adz o (ady o adz — adz o ady)) = tr(adz o ady, z]) = k(z, [y, 2])
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Esta identidad también implica que k es Autg(L)-invariante. Para f € Autg(L),
z € L tenemos que ad(f(z)) = f o (adz) o f~! por lo tanto

s(f(x), f(y)) =tr (adf(z) oadf(y)) = tr (f o (adz) o (ady) o f1)
= tr (adz o ady) = k(z,y)

Recordemos que las funciones adjuntas de la S-algebra de Lie £L®pz S son los cambios
de base de las adjuntas en L, es decir ad,ss = ad, ® s. Como ademas la traza es
invariante por cambio de base, resulta que la forma de Killing de £L®g .S es el cambio
de base por S de &, es decir krg,s(T®s,y®1t) = kg(x ® s,y @t) = k(z,y)st. Ahora
k es Aut(L)-invariante, pues kg es la forma de Killing de £ ®g S, por lo tanto es
Autg(L ®pg S)-invariante. O

Corolario 6.1.2. Supongamos que estamos en la situacion de descenso planteada
en (5.3.1), donde llamamos a a una k-dlgebra de Lie que es finitamente presentada
y proyectiva como k-mddulo. Recordemos que R € k-alg es tal que R/k es playo,
S € R-alg es tal que S/R es una extension fielmente playa y B es una R-dlgebra que
es una S/ R-forma torcida de a @y R. Sea k la forma de Killing de a. Entonces

(a) B es un R-mddulo finitamente generado, proyectivo y la unica forma R-bilineal
kp en B asociada a k como en el Teorema 5.3.3 es la forma de Killing del dlgebra de
Lie B. Y si vemos a B como una R-subdlgebra de a @y S mediante un cociclo u, es
decir

B={reca®S:u((Ide®as)(z)) = (Ids ®a2)(z)},
la forma kg es la restriccion a B de la forma de Killing ks de a ®;, S.

(b) Si k es no singular, entonces la forma de Killing de B es no singular.

(c) Si Kk es no singular y a es una k-dlgebra central, entonces B es una R-dlgebra
central y IBFg(B) es un R-mddulo libre de rango 1 que admite kg como base.

Demostracion. (a) Por la Proposicién 6.1.1, kg es la forma de Killing de la S-algebra
de Lie a®; S. Como las propiedades de finitamente generado y proyectivo son estables
por cambio de base arbitrario y por descenso fielmente playo, resulta que el R-moédulo
B es finitamente generado y proyectivo. Si llamamos [ a la forma de Killing de B,
por la Proposicion 6.1.1, Bg es la forma de Killing de BRgS. Seaf: BQrS — a®;S
una trivializacion de la forma torcida. Como las formas de Killing se preservan por
isomorfismos de édlgebras de Lie, resulta que fs = 6*(kg). Por la unicidad en el
Teorema 5.3.3, se sigue que 3 = k. Que kg es la restriccién de kg se sigue de la
definicién de xkp en dicho Teorema.

(b) Es directo, por (a) y por el Lema 5.2.3(d). Recordemos (ver [B:AC, Capitulo
I, §2.8, Lema 8]) que todo mddulo finitamente generado y proyectivo es finitamente
presentado.
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(c) Como a es central, por el Lema 2.4.2 resulta que la S-dlgebra a ®j S también
es central. Ahora por la Proposicién 3.4.1, B es R-algebra central. El resto de las
afirmaciones se siguen directamente del Corolario 5.1.7. [

A partir de ahora nos dedicaremos al caso en que k es un cuerpo de caracteristica
0, g es una k-dlgebra de Lie semisimple, de dimension finita y consideramos las formas
torcidas de g®; R para R € k-alg. Notemos que en esa situacion podemos encuadrar a
las dlgebras de multilazos presentadas en la Seccién 3.5, en donde £ es algebraicamente
cerrado, g es simple y R es el anillo de Polinomios de Laurent.

Proposicién 6.1.3. Sea g una k-algebra de Lie semisimple, central, de dimension
finita sobre un cuerpo k de caracteristica 0. FEntonces la forma de Killing de g,
k € IBFk(g) es no singular y el Principio-IBF 5.1.5 se cumple para (g,K).

Demostracion. En principio, por ser g semisimple la forma de Killing es no degenerada
y en el caso de dimensién finita esto implica que es no singular. Recordemos que para
que se cumpla el Principio-IBF debemos ver que & de (5.1.5)

k:IBFi(g) = k talque R ®y)=r(z,y) €k

es un isomorfismo. Por un lado, es sobreyectiva, porque x(g,g) = k. Llamemos N al
nicleo de K, entonces obtenemos la sucesion exacta corta de k-especios vectoriales

0— N —IBF(g) & k—0
que da la sucesion exacta corta
0 — Homy(k, k) 2 Homy,(IBF4(g), k) — Homy(N, k) — 0

donde #(A1dy) = A1dg ok = AR para A € k. Considerando el isomorfismo canénico
k ~ Homyg(k, k), el isomorfismo IBFy(g) ~ k dado por el Corolario 5.1.7 (que
se puede aplicar, pues tenemos la hipdtesis de g central) y el isomorfismo (5.1.3)
Homy (IBF(g), k) ~ IBF.(g) que aplica k a k, tenemos el diagrama conmutativo

Homy (k, k) —> Hom, (IBF(g), k) Mdy, — A&

k = IBF(g) A=Ak
Esto prueba que A es un isomorfismo, lo que hace que Homg(N,k) = {0} y asi
N =0. ]
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Teorema 6.1.4. Sea g una k-dlgebra de Lie semisimple, de dimension finita sobre
un cuerpo k de caracteristica 0. Sea B una forma torcida de g @y R, para alguna
extension fielmente playa S/R. Entonces

(a) B es finitamente generado y proyectivo como R-mddulo y perfecta como dlgebra
de Lie. La forma de Killing de la R-dlgebra B coincide con la forma bilineal kg
asociada a la forma de Killing k de g en el Teorema 5.3.3. En particular, la forma de
Killing de B es no singular y Aut(B)-invariante. Y si vemos a B como R-subdlgebra
de g®y; S, la forma de Killing de B es la restriccion a B de la forma de Killing rggs.

(b) Si ademds g es central, B es una R-dlgebra central, IBFr(B) es un R-mddulo
libre de rango 1 que admite como base a kg y (B, kp) satisface el Principio-IBF 5.1.5.

Demostracién. Como g es semisimple, es perfecta (ver [H, Capitulo IT §5.2]), es decir
lg,9] = g. Como [g®; S,9R% S| = [g,0] @S, g® S es perfecta, y por lo tanto
B ®pg S lo es. Veamos que en el caso de S/R fielmente playa, esto implica que B es
perfecta:

(B/[B, B]) ®r S =~ (B®g 5)/([B, Bl @r S) ~ (B®r 5)/[B&r S, B®r S| =0

Por lo tanto, B/[B, B] = 0, es decir B = [B, B]. El resto de la parte (a) es directa-
mente el Corolario 6.1.2. Para la parte (b), solo debemos ver que (B, k) satisface el
Principio-IBF, pero por el Corolario 5.3.4, basta ver que (g, k) lo satisface, y eso es

precisamente lo que dice la Proposicién 6.1.3.
m

Observacién 6.1.5. El algebra de multilazos vista en la Seccién 3.5 cumple con el
teorema anterior. El hecho que (£, k) cumpla el Principio-IBF nos esta diciendo que
para cada k-moédulo V' el morfismo

Homy(R,V) — IBF g1 (B;V), ¢ porg

es un isomorfismo. Es el elemento xk, € IBFg(L) el que nos permite el pasaje de R
a k en las conclusiones, salvando el artificio de introducir R para poder estudiar £
como una forma torcida. En particular obtenemos las formas k-bilineales invariantes
que toman valores en k mediante

R* = Homy (R, k) = IBF(L)

pues, por ser L perfecta, una funcién k-bilineal es (R, k)-bilineal. En el préximo
capitulo volveremos con este ejemplo, pero ya en la situacién de formas bilineales
graduadas.
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6.2 Aplicacion a otros tipos de algebras

Como para ilustrar la generalidad con la que se trabajo el tema, veamos la apli-
cacion a otros dos ejemplos.

6.2.1 Algebras unitarias

En esta seccion veremos formas bilineales invariantes en un algebra unitaria B
definida sobre algin R € k-alg. Para eso definamos el médulo asociador y el médulo
conmutador que para B son

(B, B, B) = Spang{(a,b,c) : a,b,c € B} 'y [B,B]= Spang{|a,b]:a,b€ B}

respectivamente, donde (a,b,c) = (ab)c — a(bc) es el asociador y [a,b] = ab — ba
es el conmutador en B.! Por su definicién es inmediato que (B, B, B) y B, B] son
R-submodulos de B. Definamos

ac(B) = (B,B,B)+[B,B] y AC(B)= B/ac(B).

Como blg = b = 1pb para todo b € B, resulta que las dlgebras unitarias son
perfectas. Entonces IBF (g (B;V) = IBF(B; V) para cualquier k-médulo V' por la
Observacion 5.1.3.

Lema 6.2.1. Sea B una R-dlgebra unitaria. La funcion multiplicacion - BQr B —
B, p(a®b) = ab, induce un isomorfismo

fi : IBFR(B) — AC(B), [i(a®b)=ab

con inversa dada por a — 1 ®a = a® 1. Por lo tanto, para cada k-modulo V el
morfismo

Homy,(AC(B), V) — IBF,(B; V),
que asigna a cada p € Homy(AC(B),V) la funcién bilineal (a,b) — p(ab) es un

isomorfismo de R-mddulos y su inverso es el morfismo que a cada (3 asigna la funcion
lineal b — ((b,1), para cada b € B.

Demostracion. Segun lo visto en la Definicién 5.1.4, ibfgr(B) esta generado por ele-
mentos de la forma ab®c—a®bcy a®b—b®a. Entonces es claro que pu(ibfr(B)) =

1Si B es un 4lgebra de Lie, el conmutador es el doble del producto en el dlgebra, pero esta
notacién no serd un problema, porque la utilizaremos solo en algebras que no son de Lie.
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ac(B) y por lo tanto i estd bien definida. También es claro que es sobreyectiva. Para
ver que es inyectiva consideremos v : B — B®jy, B definida por v(a) = 1®a. Entonces

v((a,b,c)) =1® (ab)c —1®@a(bc) =ab@c—a®@bc=0 (mod ibfr(B)), 'y
v([a,b]) =1®ab—1Q@ba=a®@b—b®a=0 (modibfg(B)).

Tenemos asi un morfismo k-lineal bien definido v : AC(B) — IBFg(B) tal que
vb)=b®1=1®b. Como

(vou)(a®b)=1®ab=(10ab—-1a®b)+a®@b=a®b (modibfr(B))

vo i = Idigr(p), entonces [i es inyectiva y por lo tanto biyectiva. Para la tltima
afirmacion, el isomorfismo de R-mddulos planteado no es otra cosa que aplicar la com-
posicién con el isomorfismo fi para conseguir Homy, (AC(B), V') ~ Hom (IBFg(B), V)
y luego aplicar (5.1.3). La inversa surge del mismo modo, teniendo en cuenta (5.1.4)
v (5.1.5). O

Corolario 6.2.2. Sea B una R-dlgebra unitaria y supongamos que B = Rby @ ac(B)
para algin by € B donde Rby es libre con base {by}. Sea m : B — R tal que b =
7(b)bo @ bac para bye € ac(B), y definamos

By:BxB— R, Gola,b) = m(ab).
Entonces By € IBFg(B) y (B, 8y) cumple el Principio-IBF. Ademds
Bo : AC(B) = R, b [o(b,1)
es un isomorfismo de R-mddulos bien definido.

Demostracion. Por su definicidn, es claro que m es R-lineal, por lo que [, es R-
bilineal. También es claro que es invariante: [y(ab,c) = w(abc) = [oy(a,be) y como
ab — ba € [B,B] C ac(B) tenemos que w(ab — ba) = 0. Asi fy(ab,c) = mw(abc) =
7(bca) = Bo(b, ca).

Por otro lado, de la misma definicién de 7w sabemos que m(ac(B)) = 0, por lo que
tenemos bien definido el morfismo R-lineal Gy : AC(B) — R tal que b — 7(b) =
Bo(b,1). Para cada r € R, By(rby) = m(rby) = r. Ademés, si para algin b € B se
cumple que Bo(b) =0, es que 7(b) = 0, por lo que b € ac(B), es decir b = 0, por lo
que podemos concluir que es un isomorfismo.

Finalmente, (B, (3;) cumple el Principio-IBF, porque el morfismo 3 de 5.1.5 no es
otra cosa que la composicion de Bo con el isomorfismo jz del Lema 6.2.1. O
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6.2.2 Algebras de Azumaya

En esta seccién abordamos las algebras de Azumaya, que en el caso de rango
constante las podemos encuadrar en la situacién de descenso planteada en (5.3.1):
k es un anillo de base (conmutativo con identidad), R € k-alg es tal que es un k-
modulo playo (por ejemplo £ = R), y S € R-alg es una extensién fielmente playa.
Consideraremos A = M, (k). Entonces nuestra S/R-forma B de M, (k)®y R = M,(R)
es un algebra de Azumaya sobre R de rango constante n?. (Ver [KO, IV, Cor. 6.7]).

Empecemos por recordar algunos hechos de M, (k): es un algebra unitaria, por lo
tanto perfecta. Ademads es central, pues en un dlgebra B con 1, el centroide Ctdg(B)
es isomorfo al centro usual de B, que es el conjunto de los elementos ¢ € B que
conmutan con todo b € B, y que asocian con todo by,by € B, i.e., (¢,by,bs) =
(b1, ¢,b2) = (b1, be,c) = 0. En este caso, M, (k) es asociativa, por lo que el centro son
aquellos elementos que conmutan con todas las matrices, que es bien sabido que son
los multiplos por escalares de la matriz identidad.

Definiremos en M, (k) una forma bilineal natural £ que llamaremos simplemente
forma bilineal dada por la traza, que es

K(x,y) = tr(xy)

donde tomamos tr(zy) la traza usual de la matriz xy. Considerando las propiedades
bésicas de la traza, es claro que k € IBF,, (Mn(k)) y que es simétrica.

Observacion 6.2.3. Dada K € k-alg, sabemos que M, (k) ®y K ~ M, (K). Via este
isomorfismo la forma dada por la traza en M, (K) coincide con la forma kx planteada
en la Definicion 5.2.2.

A continuaciéon veamos algunas propiedades mas de x, resumidas en el siguiente
lema.

Lema 6.2.4. Sea k la forma dada por la traza de M, (k). Entonces
(a) Kk es no singular.

(b) k es Aut(M,(k))-invariante.
(¢) (M,(k),K) cumple el Principio-IBF.

Demostracién. Para verificar (a) debemos ver que z (k) es biyectiva, lo cual es
directo, pues transforma la base candnica de matrices elementales £;; en su base
dual.

Para ver que k es Aut(M,,(k))-invariante, poniendo en consideracién la Obser-
vacién 6.2.3, bastard verificar la invariancia de x por automorfismos de M, (k). Sea
o € Autg(M,(k)) y x,y € M,(k). Para ver que xy tiene la misma traza que o(z)o(y),
basta ver que para cada ideal primo p de k los elementos (zy), y (J(x)a(y))p de
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M,,(k,) tienen la misma traza. Claramente (zy), = pyp ¥ (a(:c)a(y))]g = 0p(xp)0p(Yp)

donde o, = 0 ® Idg,, por lo que podemos asumir que % es un anillo local. En ese

caso, por el teorema de Skolem-Noether para anillos locales ([KO, IV, Cor. 1.3]),

o estd dado por la conjugacién por una matriz inversible M € GL,(k), entonces

o(z)o(y) = MaxyM~!, por lo que es claro que zy y o(z)o(y) tienen la misma traza.
En cuanto (c¢), notemos primero que

{2 € My(k) : tr(z) = 0} = [M,(k), M, (k)] = ac(M,(k))

Claramente los generadores del conmutador tienen traza nula. Reciprocamente, el
submdédulo de matrices con traza nula estd generado por matrices [Ey;, E;;] = E;; para
i £ 7y [Ea, By = Ey — FEyp para 1 <i <n. Como M,(k) es asociativa, se trata del
k-submédulo ac(M,,(k)) definido previamente. Ahora, cada x =3, ;x;;Ei; € M, (k)
puede escribirse de manera inica como

(6.2.1) T = (-7311 + ini)Ell + Z zi(Ey — En) + Z X B
1<i 1<i i#j
por lo que
Ma(k) = KBy & (Mo (K), Mo (k)]
Ademss la formula (6.2.1) implica que & es la forma bilineal del Corolario 6.2.2 y por
lo tanto (M, (k), k) cumple el Principio-IBF. O

Teorema 6.2.5. Sea B una S/R-forma de M,,(k) @, R ~ M,(R) y sea kp la forma
bilineal asociada segin el Teorema 5.3.3 a la forma dada por la traza k de M, (k).
Entonces

(a) kp es una forma bilineal no singular, invariante, Aut(B)-invariante, tal que
(B, kg) cumple el Principio-IBF 5.1.5, en particular, kp es una base de IBFg(DB).

(b) Si vemos B como una R-subdlgebra de M,(S), kp coincide con la restriccion
de la forma dada por la traza de M,(S) a B.

Demostracion. (a) se sigue directo del Teorema 5.3.3 y su Corolario 5.3.4, pues tene-
mos las hipdtesis necesarias por el Lema 6.2.4. En cuanto a (b), usando el hecho que
la forma dada por la traza de M, (S") es invariante por automorfismos, realizando el
mismo razonamiento que en el Teorema 5.3.3, concluimos que la restriccion A\ de la
forma dada por la traza de M, (S) a B toma valores es R. Como Ag es la forma dada
por la traza de M, (S), coincide con (kp)g, entonces por el Lema 5.2.3 (c) resulta
A= KRpB. ]

Observacién 6.2.6. La forma xp resulta ser la “reduced trace form” del algebra
de Azumaya B definida en [KOJ]. Esto prueba, (sin la construccién del polinomio
caracteristico que se muestra en [KOJ) que esa forma que a priori toma valores en S,
toma valores en R.
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Capitulo 7

Formas Bilineales Invariantes
Graduadas

En este capitulo clasificamos las formas bilineales invariantes graduadas, que son
de particular importancia en la teoria de Lie de dimensién infinita. Empecemos
recordando algunas generalidades de graduaciones y formas graduadas. En caso que
no se especifique de otra manera, seguimos con la situaciéon ya planteada: k es un
anillo (conmutativo con identidad) y R € k-alg. Consideremos también A un grupo
abeliano.

7.1 Generalidades sobre algebras graduadas

Definicién 7.1.1 (Algebras graduadas y formas bilineales invariantes gra-
duadas). Un dlgebra A-graduada es un par (C, %) que consiste en una k-algebra C'
y una familia € = (C*)ea de k-submddulos C* de C' que cumplen C' = @, _, C* y
CAC* C C*M* para todo A\, u € A. Decimos que una k-algebra C' es A-graduada si
(C, %) es un algebra A-graduada para alguna familia %. Observemos que admitimos
que algunos submédulos C* = 0.

Supongamos que C' es A-graduada. Decimos que x € £2(C) es una forma bilineal
graduada si k(C*, C*) = 0 cuando A + p # 0.

Definicién 7.1.2 (S/R-formas graduadas). Supongamos de ahora en adelante que
R € k-alg es A-graduada, digamos R = €D, _, R*. Una R-algebra B es una R-dlgebra
A-graduada si B = @, B* es A-graduada como k-algebra y las A-graduaciones
de R y B son compatibles en el sentido que R*B* C B** para todo \,u € A.
Por ejemplo, para cualquier k-algebra A la R-algebra A ®, R esta canonicamente A-
graduada como R-4lgebra definiendo los submddulos A\-homogeneos como (A®j R)*» =
A®y R
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En la situacién de descenso (5.3.1), si suponemos que R € k-alg es A-graduada
y que S € R-alg es una R-édlgebra A-graduada, vemos A ®; S con su graduaciéon
canénica. Una S/R-forma B de A ®; R se llama graduada si B es una R-élgebra
A-graduada y existe un isomorfismo de S-algebras 6 : B @z S — A ®; S que respeta
la graduacién, es decir (b ® s*) € A ®; SM* para b* € B* y s# € SH.

7.2 Aplicacién a las algebras de Lie

Especializando en algebras de Lie, obtenemos una versién graduada del Teorema
6.1.4.

Proposicién 7.2.1. Sea g un dlgebra de Lie semisimple de dimension finita sobre
un cuerpo k de caracteristica 0 con forma de Killing k. Sean R € k-alg y S € R-alg
A-graduadas, S/R una extension fielmente playa y B una S/R-forma graduada de
gk R.

(a) Si kp es la forma que corresponde a k segin el Teorema 5.3.3, entonces kg
es la forma de Killing de la R-dlgebra B y cumple que kp(B*, B*) C RM* para todo
A\ €A

(b) Si g es central (por lo tanto simple), entonces toda forma bilineal invariante
graduada (8 € IBFy(B) puede escribirse como ¢ o kg para un unico ¢ € {¢ € R* :
o(R*) =0 para A\ # 0} ~ (R%)*.

Demostracion. (a) Que kg es la forma de Killing de B ya fue establecido en el Coro-
lario 6.1.2. Como se trata de una S/R- forma graduada, existe un isomorfismo de
S-algebras 0 : B ®r S — g ®x S que respeta las graduaciones. Recordemos que
podemos suponer que B C g®; S y por lo tanto B* = B*®1g C g® S*. Recordemos
ademds, del Corolario 6.1.2, que kg = Kgg,s |Bxp donde kgg, s es la forma de Killing
de la S-dlgebra g ®;, S y que Kgg,s coincide con el cambio de base kg de k por S.
Ademds observemos que k(g ®x S*, g ®) S*) C S, pues para z ®@ s € g ® S,
y®Rt € g® S* tenemos que kg(r ® s,y @) = k(x,y)st € S por lo que serd
suficiente probar que R* = S*N R para todo A € A. Para esto, como 1g € S°, resulta
que R* = RM g € R*S° C S*. Entonces R* C S* N R. Para la otra inclusién, dado
un r € S* N R, por la graduacién de R podemos escribir r = ZNGA r, con r, € RH,
como R* C S* y r € S, tenemos que necesariamente ry =1y r, = 0 para A # p.
(b) Sea R,, = Span,{rp(b1,bs) : b; € B} C R. Veamos que R, = R. Como(kg)s =
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0*(kg) el diagrama

BxBops 2 p .8
B®RS><B®RS
QXBl
GRS XGOS — > 9

conmuta y ademds Kgps(g @k 5,8 ® S) = S, por lo tanto R, ®p S ~ S. Entonces
tenemos que

(R/Rn) ®pr S ~ (R@RS)/<RH®RS) ZS/(RH®RS) = 0.

Como S/R es una extension fielmente playa, R/ R, = 0, asi que R, = R. Como kg
es graduada, tenemos que R* = ZNGA Spany, kp(B*, BA#) para cualquier \ € A.

Por lo visto en el Teorema 6.1.4(a), B es perfecta, asi que por la Observacién 5.1.3
IBF(B) = IBF (g 1) (B, k). Sea 8 € IBF(B) una forma bilineal invariante graduada.
Aplicando otra vez el Teorema 6.1.4 (b), existe un dnica ¢ € R* tal que f = ¢ o K.
Veamos que o(r) = 0 para todo r € R*, donde A # 0. La primera observacién de la
demostracién nos dice que existe una cantidad finita de b; € B* y b € B i tal que
r = kp(b;,b). Por lo tanto

1”) = Z(P(’%Bwiabz Zﬁ bwb;

Que, reciprocamente, cada ¢ € (R°)* da una forma bilineal invariante graduada es
directo. O]

La Proposicion 7.2.1 se puede aplicar a las algebras de multilazos definidas en
la Secciéon 3.5. Para considerarla como un algebra graduada, consideremos A =
leZ X+ X anZ, es decir A ~ Z". Tenemos A-graduaciones naturales en S'y R (donde
los elementos homogeneos de R tienen grados en Z X --- X Z C A). De esa manera, el
algebra de Lie g®;. S esta canonicamente A-graduada y de la misma manera lo esta L.
De la definicién de £ y las graduaciones es inmediato que es una R-algebra graduada
y de hecho una S/R-forma de g ®;, S, es decir RWH1-kn) LO100) C LAt An) v
O(z(oin) @ sPimdn)) C g @, SH1FAL-intAn) - Para reescribir la Proposicién 7.2.1,
notemos que en este caso R® = k. Por lo que obtenemos lo siguiente:

Corolario 7.2.2. Sea £ un dlgebra de multilazos basada en una k-dlgebra de Lie
simple, de dimension finita, donde k es un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica 0. Entonces, salvo escalares de k, el dlgebra de Lie Z"-graduada L tiene una
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unica forma k-bilineal invariante graduada 3 y estd dada por

J1 Jn Iy In

(7.2.1) Blr @t oty @ ) = KT, Y)65 410 - - Tjutin o
donde k es la forma de Killing de g. Ademds 3 es no degenerada.

Demostracion. Por el Ejemplo 2.4.1, g es central, asi que una aplicacién directa de la
Proposicién 7.2.1 nos da que (salvo constantes de k ~ k*) la tnica forma bilineal es

J1 in 15 In Jitly Jntin

Re(T @ Lty Q) = Kz y)t, "t

pero por la misma proposicién es graduada, por lo que es 0 si en algin caso j; + [; #
0, dando la formula (7.2.1). Para ver que /3 es no degenerada, notemos primero
que Bipayp-» es no degenerada para cada A € A, porque s lo es. Esto hace que
necesariamente 3 sea no degenerada. O

Este ultimo corolario es de interés para la construccién de las algebras de Lie
extendidas afines, que depende de la existencia de formas bilineales invariantes gra-
duadas no degeneradas en un algebra de multilazos. Es asi como queda planteado el
camino para seguir el estudio de las EALAs en esa direccion.
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